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Abstract 

The logic {LP} is a paraconsistent logic that bears strong structural and semantic 
similarities to the LP logic introduced by Graham Priest. It is defined using 
Nmatrices, a semantic tool that plays a significant role in the study of paraconsistent 
logics by allowing for the analysis of contradictory statements without collapsing 
the entire logical system. In this paper, we first present the semantic framework of 
this logic and then develop a proof theory for it based on Gentzen-type sequent 
calculus. We show that this proof system is both sound and complete with respect to 
the proposed matrix semantics. Another focus of this study is the analysis of certain 
distinctive features of the {LP} logic, where noticeable differences from the original 
LP logic emerge. In particular, we examine the non-standard behavior of the 
conjunction operator in this logic, which functions in such a radically different way 
from common logics that the term conjunction barely seems appropriate. 

Keywords: Paraconsistent logics, LP, Nmatrix, Gentzen-type proof system, sequent 
calculus. 
 
Introduction 

Following the study of non-normal models of classical logic, whose existence was 
first observed by Carnap (1943), a three-valued paraconsistent logic, denoted by 
{LP}, has been identified. This logic bears a strong resemblance to Priest’s well-
known paraconsistent logic LP. In Jafari (2025), it is shown that the class of non-
normal models of classical logic contains a hidden three-valued semantic structure 
that closely resembles Strong Kleene’s three-valued matrix. However, despite this 

 

* Independent researcher, Tehran, Iran, javidjafari@gmail.com 
Date received: 31/07/2025, Date of acceptance: 06/10/2025 

 



Abstract  152 

 

similarity, there exists a fundamental difference between the two. The matrix 
underlying these non-normal models is not an ordinary logical matrix but rather an 
*non-deterministic matrix* (or Nmatrix). 
 
Materials & Methods 

The method used in the article is mainly deductive and analytical. The basic tools 
and techniques of mathematical logic have been used. The material used is the 
articles that are introduced at the end and in the text. 
 
Discussion & Results 

Non-deterministic matrices were introduced by Avron (2005) as a natural 
generalization of ordinary logical matrices. In a standard matrix, every logical 
connective is interpreted by a deterministic truth-function assigning a unique truth 
value to each combination of inputs. By contrast, in an non-deterministic matrix, the 
value of a formula is selected from a set of possible truth values rather than being 
uniquely determined. This semantical flexibility allows Nmatrices to capture logical 
phenomena that cannot be adequately represented within the framework of ordinary 
many-valued semantics. 

The hidden Nmatrix embedded in the class of non-normal models induces two 
distinct logical systems. The first is a paraconsistent logic denoted by {LP}, which is 
closely related to Priest’s Logic of Paradox (LP) (Priest, 1979). The second is a logic 
denoted by {K3}, which is closely connected to Kleene’s three-valued logic K3. In a 
precise sense, these systems can be viewed as non-deterministic counterparts of LP 
and K3, respectively. Although both systems deserve careful investigation, the 
present paper focuses exclusively on {LP}, owing to its paraconsistent character and 
its close relationship with classical logic. The connection between these logics and 
classical logic challenges the conventional understanding of non-classical logics, 
particularly paraconsistent logics. Traditionally, paraconsistent logics have been 
developed as alternatives or rivals to classical logic. Their founders sought to reject 
the validity of the principle of explosion, according to which any proposition 
follows from a contradiction. Since this principle is a defining feature of classical 
reasoning, paraconsistent systems are often regarded as standing in opposition to 
classical logic, or at least as being largely independent from it. 

The emergence of {LP} from the semantic structure of classical logic presents a 
different picture. Rather than being imposed externally as a revisionary alternative, 
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this logic arises naturally from a semantic phenomenon already present within 
classical logic itself. The discovery that a paraconsistent logic can be generated from 
non-normal classical models suggests a much closer relationship between classical 
and non-classical logic than is usually assumed. Consequently, {LP} may be viewed 
as a naturally occurring non-classical logic, and its systematic study promises to 
deepen our understanding of both classical and paraconsistent semantics. Several 
preliminary results concerning {LP} have already been established. For example, it 
has been shown that {LP} is a sublogic of Priest’s LP. In addition, the logic has been 
proven decidable, providing a basic understanding of its computational properties. 
Nevertheless, many important aspects of the system remain unexplored. In 
particular, very little is known about its proof theory. While its semantic foundations 
have been partially investigated, the inferential behavior of the logic remains largely 
unclear. We don’t know to what extent familiar proof-theoretic techniques can be 
adapted for this logic. 

The primary goal of this paper is to investigate the proof theory of {LP} within 
the framework of sequent calculi (or Genzen-type proof systems). Sequent systems 
provide a powerful tool for studying the structural and inferential properties of 
logical systems, allowing one to analyze deduction independently of semantical 
considerations. By developing a sequent calculus for {LP}, we aim to provide a 
deeper understanding of proof-theoretic properties of this logic. In the first part of 
the paper, we introduce a sound and complete sequent calculus for {LP}. Soundness 
guarantees that every derivable sequent is semantically valid, while completeness 
ensures that every semantically valid sequent is derivable within the calculus. 
Together, these results demonstrate that the proposed proof system accurately 
captures the semantics of the logic. 

After presenting the calculus, we investigate the behavior of the logical 
connectives of {LP} from a proof-theoretic perspective. Particular attention is 
devoted to conjunction, whose behavior turns out to be highly unusual. In many 
well-known logical systems, conjunction is classified as a positive connective in the 
sense that for designated values as input, the compound sentence is also desiganted. 
However, we show that the conjunction of {LP} fails to satisfy these conditions. As 
a result, according to a natural proof-theoretic criterion, {LP} should itself be 
regarded as a non-normal logic (according to a definition of normality). The failure 
of conjunction to behave as a positive connective raises interesting questions about 
the interaction of logical operators and the nature of inference in non-deterministic 
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semantic frameworks. Finally, we examine several fundamental proof-theoretic 
properties of the proposed calculus. In particular, we study the invertibility of logical 
rules and investigate whether the cut rule can be eliminated from derivations. These 
properties play a central role in modern proof theory, as they are closely connected 
with consistency, normalization, proof search, and computational complexity. 
Establishing cut elimination, in particular, provides strong evidence that the sequent 
calculus captures the essential inferential content of the logic in a well-behaved and 
non-redundant manner. 
 
Conclusion 

Through these investigations, the paper aims not only to provide the first systematic 
proof-theoretic treatment of"{LP} but also to contribute to the broader study of the 
relationships between classical logic, paraconsistency, and non-deterministic 
semantics. The results suggest that non-classical logics need not always be viewed 
as competitors to classical logic; in some cases, they may emerge naturally from the 
semantic structures already implicit within classical reasoning itself. 
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  ، پژوهشگاه علوم انساني و مطالعات فرهنگيپژوهي منطق
  1404 بهار و تابستان، 1، شمارة 16نامة علمي (مقالة پژوهشي)، سال  دوفصل

  }LPيك حساب رشته براي {
  *جاويد جعفري

  چكيده
يك منطق فراسازگار است كه از نظر ساختاري و سمنتيكي شباهت زيادي بـا  } LPمنطق {
شده توسط گراهام پريست دارد. اين منطق در پي مطالعه مدلهاي غيرنرمال  معرفي LPمنطق 

} بـرخلاف منطـق پريسـت بـا اسـتفاده از      LPكارنپ مورد مطالعه قرار گرفته شده است. {
ابزاري كـه نقـش مهمـي در ارائـه معناشناسـي بـراي       شود؛  هاي نامعين تعريف مي ماتريس
هاي متنـاقض بـدون فروپاشـي كـل      كند و امكان بررسي گزاره هاي فراسازگار ايفا مي منطق

سازد. در اين مقاله، ابتدا چارچوب سمنتيكي اين منطق معرفي شده  نظام منطقي را فراهم مي
گردد. نشـان   راي آن ارائه ميو سپس يك سيستم نظريه برهان بر پايه حساب رشته گنتزن ب

داده خواهد شد كه اين سيستم استنتاجي نسبت به ماتريس نامعين معرفي شـده صـحيح و   
هـاي   شود كـه تفـاوت   بررسي مي} LPهاي خاص منطق { تمام است. سپس برخي ويژگي

دارد. به طور خاص، رفتار غيرمتعـارف عملگـر عطـف در ايـن      LPبارزي نسبت به منطق 
اي كاملا متفاوت از منطـق هـاي    رسي قرار گرفته است،  اين عملگر به شيوهمنطق مورد بر

  كند، طوري كه به سختي نام عطف را به آن مي توان داد متداول عمل مي
هـاي نـامعين،    هاي فراسازگار، منطق پارادوكس گراهام پريست، ماتريس منطق ها: دواژهيكل

 حساب رشته، نظريه برهان.
  
   مقدمه. 1
 به )Carnap,1943( كارنپ بار اولين براي كه كلاسيك منطق غيرنرمال هاي مدل مطالعه پي در

 كـه  اسـت  شـده  شناسايي {LP} نام به ارزشي سه فراسازگار منطق يك برد، پي ها آن وجود
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 شـده  داده نشان )Jafari, 2025( در دارد. LPشناخته شده  فراسازگار منطق به زيادي شباهت
 مـاتريس  به شبيه ارزشي سه ماتريس يك خود دل در غيرنرمال هاي مدل مجموعه كه است
 تفاوت يك اما دارد، قوي كليني به زيادي شباهت ماتريس اين گرچه دارد. پنهان قوي كليني
 »نـامعين « مـاتريس  يـك  بلكه نيست، معمولي ماتريس يك ماتريس اين دارد؛ آن با بنيادين
 در آورن توسط كه هستند معمولي هاي ماتريس از طبيعي تعميمي نامعين هاي ماتريس است.

)Avron, 2005( يك ارزش معمولي، هاي ماتريس برخلاف ها ماتريس اين در اند. شده معرفي 
 شود. مي انتخاب ها ارزش ممكن فضاي يك از نامعين صورت به جمله

 فراسازگار منطق يك كند: مي القا منطق دو غيرنرمال هاي مدل دل در پنهان ماتريس اين
 و دارد )Priest, 1979( پريسـت  LP هـا  پـارادوكس  منطـق  به زيادي شباهت كه {LP} نام به

 نامعين همزادهاي منطق دو اين واقع، در است. كليني K3 به نزديك بسيار كه {K3} ديگري
 فراسـازگار  منطـق  يـك  كـه  {LP} بـه  تنهـا  مـا  اينجـا  در هسـتند.  K3 و LP منطـق  دو

 پردازيم. مي است
 انحرافـي،  هـاي  منطق نسبت درباره رايج تصور با كلاسيك منطق با ها منطق اين ارتباط

 هـاي  منطـق  عنـوان  بـه  فراسازگار هاي منطق است. تعارض در فراسازگار، هاي منطق ويژه به
 قاعـده  اعتبـار  بـه  اعتراض در ها، آن گذاران بنيان اند. كرده ظهور كلاسيك منطق براي رقيب

 معرفـي  را هـا  منطـق  ايـن  شود، مي نتيجه چيزي هر تناقض از گويد مي كه تناقض انفجاري
 حـداقل  يـا  و باشند كلاسيك منطق عليه و مقابل در ها منطق اين كه رود مي انتظار اند. كرده

 ارتبـاطي  هـا  منطـق  اين از برخي كه دهد مي نشان يافته اين اما باشند. نداشته آن با ارتباطي
 غيـر «منطـق   يـك  عنوان به منطق اين مطالعه بنابراين دارند. كلاسيك منطق با طبيعي تقريباً

 رسد. مي ارزشمند نظر به »طبيعي كلاسيك
 شـده  داده نشـان  است LP براي زيرمنطق يك {LP} اينكه مانند مقدماتي ويژگي از برخي

 منطـق  ايـن  ديگـر  هاي ويژگي از بسياري اما پذيري آن نيز مشخص است، است و يا تصميم

 مـثلا  نيسـت،  شـده  شناخته چندان منطق اين برهان نظريه منظر از مثال، براي اند. نشده مطالعه

 هاي ويژگي مقاله اين در ما اند. حاكم منطق اين عملگرهاي بر اي استنتاجي قواعد چه دانيم نمي

 يـك  اول، بخـش  در كنيم. مي مطالعه ها رشته حساب چارچوب در را منطق اين برهاني نظريه

 هـاي  ويژگـي  از برخي به سپس و كنيم مي معرفي منطق اين براي تمام و صحيح رشته حساب

 غيرعادي رفتاري منطق اين عطف كه دهيم مي نشان مشخصا پردازيم. مي آن منطقي عملگرهاي

مثبت(بنگريد به  عملگر يك شده، شناخته هاي منطق از بسياري برخلاف منطق، اين عطف دارد.
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 مـي  حسـاب  به »غيرنرمال« منطق يك منطق اين تعريفي طبق و آيد نمي حساب به )7تعريف 

قواعـد و   پـذيري  برگشت مانند سيستم اين برهاني نظريه هاي ويژگي از برخي به در انتها  آيد.
 پردازيم. امكان حذف قاعده برش مي

  
  مقدمات. 2
,∨,∧} عملگرهاي شامل كه ℒ اي گزاره زبان با ما بعد، هاي بخش در  ايـن  كنيم. مي كار است {¬

⋯,𝑝ଵ,𝑝ଶ} شـكل  به اتمي هاي گزاره از پذير شمارش مجموعه يك شامل زبان  بقيـه  و اسـت  {

 توسـط  توليدشده آزاد جبر (يعني شوند مي تشكيل ها گزاره اين از متداول صورت به ها فرمول

 نشـان  𝒲ሺℒሻ بـا  را زبـان  ايـن  جمـلات  تمـام  عملگرهاي زبان). مجموعه و اتمي هاي گزاره

 يوناني بزرگ حروف با را آن هاي زيرمجموعه و ⋯,𝜙,𝜓,𝜎 با را مجموعه اين اعضاي دهيم. مي

,Γ,Δ مانند Σ⋯ ماننـد  هـا  مجموعه اين از مرتب زوج هر دهيم. مي نشان ሺ𝛤,𝛥ሻ رشـته  يـك  را 

Γ صـورت  بـه  را ها رشته ادامه در گوييم. مي تالي را آن دوم عضو و مقدمه را اول عضو ناميم، مي ⇒ Δ متناهي را رشته يك هستند. چندتالي اصطلاح به اينجا در ما هاي رشته دهيم. مي نمايش 

 باشند. متناهي آن تالي و مقدمات هرگاه گوييم، مي
 و مقدمـه  عنـوان  به متناهي هاي رشته از متناهي اي مجموعه از متشكل استنتاجي قاعده يك

బರ೔ರ೙୻⇒୼{ஊ೔⇒ஈ೔} :هستند زير صورت به استنتاجي قواعد عبارتي، به است. تالي عنوان به متناهي رشته يك   
 هستند. متناهي قاعده نتيجه و مقدمه در حاضر هاي رشته تمام و است طبيعي عدد يك 𝑛 كه

 در مجموعه علامت از ادامه در همچنين ناميم. مي اصل را است تهي ها آن مقدمات كه قواعدي

𝛤 رشته اگر كنيم. مي جدا يكديگر از فاصله با را ها آن تنها و كنيم مي پرهيز قاعده مقدمات ⇒ 𝛥 

𝛤 نويسيم مي نباشد، پذير اثبات ⇒ ̸ 𝛥. 
 معرفي را است مقاله اين در ما اصلي سمانتيكي ابزار كه نامعين هاي ماتريس بخش اين در

 كنند مي القا كه انتاجي رابطه و دهي ارزش و نامعين هاي ماتريس كلي تعريف ابتدا در كنيم. مي

 كنيم. مي معرفي را {LP} به متعلق ماتريس يعني آن از خاص نمونه يك سپس آوريم، مي را

ℳ اسـت  مرتـب  تايي سه يك ℒ زبان براي نامعين ماتريس يك  ).نامعين ماتريس( 1 تعريف = ⟨𝒱,𝒟,𝒪⟩, كه طوري به: 

1 .𝒱 ها. ارزش از ناتهي مجموعه يك 
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2 .𝒟  از سره و ناتهي زيرمجموعه يك 𝒱 برگزيده). هاي (ارزش است 

3 .𝒪  عملگري نماد هر به كه كه است تابعي 𝑛  صـورت  بـه  تـابع  يـك  ⋄ ماننـد  موضـعي 𝒪ሺ⋄ሻ:𝒱௡ → 𝒫ሺ𝒱ሻ/∅  از كدام هر كند مي مشخص تابع اين عبارتي به دهد.  مي نسبت 

 ها آن به مربوط صدق جدول كه كند مي مشخص يا شوند، تعبير چگونه زبان عملگرهاي
 باشند. داشته رفتاري چه

  ∧ اگر مثال براي . ⋄نويسيم مي 𝒪ሺ⋄ሻ جاي به ها تابع اين به اشاره براي سادگي، براي ادامه در
دهيم. از زمينه مشـخص   مي نشان ∧ نيز با  را كند مي تعبير را آن كه تابعي  باشد، زبان در عطف

 كند. خواهد شد كه منظورمان خود نماد عطف است يا تابعي كه آن را تعبير مي
 نيـز  را زبـان  جمـلات  با آن ارتباط كه داريم نياز كرديم، معرفي را نامعين سماتري كه حال

 مـاتريس  يـك  در ممكـن  هاي دهي ارزش براي تعريف يك نيازمند نتيجه در سازيم. مشخص

 بـا  متناظر جبر از هايي ريختي هم صورت به ها دهي ارزش معين هاي ماتريس در هستيم. نامعين

 تعريف نامعين هاي ماتريس در اما شود. مي تعريف است مبتني آن بر ماتريس كه جبري و زبان

 داريم. لازم را ديگري

𝑣:𝒲ሺℒሻ تـابع  باشـد.  ℒ زبـان  بـراي  معين ماتريس يك ℳ كه كنيد فرض  دهي). (ارزش 2 تعريف → 𝒱 جملات و ⋄ عملگر هر ازاي به هرگاه است، ماتريس اين براي دهي ارزش يك 

,𝜙ଵ دلخواه … ,𝜙௡ باشد برقرار زير رابطه زبان اين : 𝑣൫⋄ ሺ𝜙ଵ, … ,𝜙௡ሻ൯ ∈⋄‾ ൫𝑣ሺ𝜙ଵሻ, . . . , 𝑣ሺ𝜙௡ሻ൯  
𝑣ሺ𝜎ሻ:𝜎} مجموعه ،𝛤 مانند ها فرمول دلخواه مجموعه براي ∈ 𝛤} با را 𝑣ሾ𝛤ሿ دهيم. مي نشان 
 ها ارزش از اي مجموعه يك نامعين هاي ماتريس در عملگرها گرچه كه باشيد داشته توجه

 چنـين  زبـان  جملات براي ها دهي ارزش تعريف در اما دهند، مي نسبت خاص ورودي يك به

 نسبت زبان جملات به مشخص ارزش يك فقط ها دهي ارزش از كدام هر نيست. برقرار چيزي

 است. شده انتخاب ها ارزش ممكن مجموعه از نامعين صورت به ها ارزش اين البته كه دهند مي

 در را )=( تسـاوي  علامـت  جاي )∋(  عضويت علامت چطور كه ديد توان مي تعاريف اين با

 است. گرفته معين هاي ماتريس بر مبتني متداول دهي ارزش تعريف
 هـا  مـاتريس  ايـن  در) compositionality( بـودن  تركيبي اصل كه دهد مي نشان ويژگي اين

 طبـق  نيست. آن اجزاي ارزش به وابسته يكتايي نحو به مركب جمله يك ارزش نيست: برقرار

 وقتـي  هسـتند،  نـامعين  هـاي  ماتريس از خاصي حالت فقط معمولي هاي ماتريس تعميم، اين
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 هاي ماتريس داريم. را معمولي ماتريس ما است عضوي تك مجموعه يك ها ارزشدهي فضاي

 نشـان  مثال، براي اند. يافته فراواني كاربرد ها منطق مطالعه براي سمانتيكي ابزار عنوان به نامعين

 ناسازگاري هاي منطق« يا ها  LFI به منسوب فراسازگار هاي منطق از بزرگ رده يك كه شده داده

 هاي ماتريس وقتي اما كرد. توصيف ارزشي متناهي معمولي هاي ماتريس با توان نمي را »صوري

 ها آن از بزرگي رده است، شده داده نشان  )Avron,2005در( كه طور همان آيند، مي ميان به نامعين
 هاي ماتريس توسط حتي ها منطق اين از برخي ها؛ آن همه نه البته (و شوند مي توصيف راحتي به

 نيستند). توصيف قابل هم متناهي نامعين
 انتـاج  رابطه توانيم مي كرديم، تعريف را ماتريس يك ممكن هاي دهي ارزش تمام كه حال

 كنيم. تعريف نيز را آن توسط القاشده

 اين دهيم. مي نشان ℳ⫤ با را ℳ نامعين ماتريس توسط القاشده انتاج رابطه )ℳ⫤( .3تعريف

𝒫ሺℒሻ زيرمجموعه دوموضعي رابطه يك ൈ 𝒫ሺℒሻ ،شـود:  مـي  تعريـف  صورت اين به و است 𝛤 ⊨ℳ 𝛥  دهي ارزش هر ازاي به اگر تنها و اگر است معتبر 𝑣 عضـو  يـك  حداقل براي 𝜙 ∈ 𝛤 

𝑣ሺ𝜙ሻ باشيم داشته ∉ 𝒟 عضو يك حداقل ازاي به يا 𝜓 ∈ 𝛥 باشيم داشته 𝑣ሺ𝜓ሻ ∈ 𝒟.  يـك  اگـر 

𝛤 نويسيم مي نباشد، معتبر رشته ⊨ ̸ 𝛥. 
 𝛥 از عضو يك به حداقل يا بدهد نسبت غيربرگزيده ارزش 𝛤 از عضو يك به حداقل 𝑣 اگر

𝛤 رشته 𝑣 دهي ارزش گوييم مي بدهد، نسبت برگزيده ارزش ⇒ 𝛥 كند. مي ارضا را 
 انتـاج  رابطـه  بـه  نيسـت،  نظرمان مد خاصي استنتاجي سيستم يا ها ماتريس وقتي ادامه، در

 منطق گوييم مي باشد، ديگري انتاج رابطه زيرمجموعه انتاج رابطه هرگاه گوييم. مي نيز »منطق«

  است. دومي منطق زيرمنطق اولي
  
 {LP}منطق. 3

,𝑡}⟩ شكل به ساختاري ℳ{LP} نامعين ماتريس  .4 تعريف 𝑓,⊤}, {𝑡,⊤},𝒪⟩كـه  طوري است 𝒪  
 :كند مي تعبير زير صورت به را ℒ زبان عملگرهاي از كدام هر
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 نقض دارد. قوي كليني ماتريس به زيادي شباهت بالا نامعين ماتريس بينيد، مي كه طور همان

⊤ در ⊤ از غير عضوي يعني نيستند، بسته ⊤ ارزش به نسبت عملگرها ديگر اما هستند، يكي دو هر ⋄‾   در كنـد.  مـي  رفتـار  كليني ماتريس مثل دقيقاً ماتريس اين موارد، بقيه در اما دارد. وجود ⊤

 تـوان  مـي  را عملگـر  اين چون است. شده گرفته نظر در صدقي جدول نيز شرط عملگر براي

𝜑¬ شكل به متداول صورت به ∨ 𝜓 ايم. كرده خودداري آن آوردن از ما كرد، تعريف 
 فقـط  كلينـي  ماتريس و نامعين ماتريس اين بين شباهت شده، داده نشان  در كه طور همان

 منطـق  واقـع،  در است. برقرار اي رابطه نيز ها آن توسط القاشده هاي منطق بين و نيست ظاهري

 است: كليني ماتريس توسط القاشده منطق از زيرمنطق يك بالا ماتريس توسط القاشده

 است. LP براي زيرمنطق يك {LP} منطق  1 قضيه
 صرفاً ℳ{LP}⫤ جاي به بالا، ماتريس توسط القاشده انتاج رابطه به اشاره براي ادامه، در

 آوريم. نمي را آن انديس و ⫤ نويسيم مي

 شـده  معرفـي  سمانتيكي صورت به كاملاً {LP} منطق كرديد، مشاهده كه طور همان

 سيستم يك بخش، اين در است. نشده معرفي آن براي اي استنتاجي سيستم هيچ و است

 بـه  نسـبت  سيسـتم  اين كه دهيم مي نشان بعد بخش در و كنيم مي معرفي رشته حساب

{LP} است. كامل و صحيح 

 ناميم. مي G{௅௉} را زير قواعد و اصول از متشكل گنتزن رشته حساب سيستم  .5 تعريف

  اصول:

 
  عملگري: قواعد
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  ساختاري:  قواعد

 
⇒ሾ قواعد كه باشيد داشته توجه ¬ ∨ሿ و ሾ⇒∧ሿ يكـي،  در هستند. قاعده دو نماينده واقع در 

 براي قاعده اين يعني آن، چپ سمت فرمول ديگري، در و دارد / علامت راست سمت فرمول

 است. درست ها فرمول اين از كدام هر
⇒ሾ قواعد در را رشته ترين راست اگر ¬ ∨ሿ و ሾ⇒∧ሿ اي رشـته  حسـاب  يـك  كنـيم،  حذف 

⇒ሾ صـورت،  اين در داشت. خواهيم LP منطق به نسبت كامل و صحيح ¬ ∨ሿ  شـكل  بـه  بايـد 

 باشد:  زير

 
 اين صحت و تماميت باشد. آن كلاسيك شكل مانند ሾ⇒∧ሿ عطف معرفي قاعده همچنين و

 است. آمده  در سيستم
 درخـت  صـورت  بـه  گنتـزن  نـوع  هاي سيستم اغلب مانند سيستم اين در نيز پذيري اثبات

 هـاي  رشته تمام باشند، متناهي بايد قواعد در ها رشته طرفين كرديم قيد چون شود. مي تعريف

 يا مقدمه نهايت بي كه ها استنتاج از بزرگي رده ترتيب اين به و بود خواهند متناهي نيز پذير اثبات
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 Avron etآورن ( از تبعيت به قيد، اين از شدن خلاص براي داد. خواهيم دست از را دارند تالي

al, 2018:34،( دهيم: مي ارائه اثبات از تري كلي تعريف يك 

𝛤 رشته  .6 تعريف ⇒ 𝛱 در G{௅௉} متنـاهي  هـاي  زيرمجموعـه  كـه  هرگاه است پذير اثبات 𝛤′ ⊆ 𝛤 و 𝛱′ ⊆ 𝛱  كه طوري باشد، داشته وجود 𝛤′ ⇒ 𝛱′ آن هاي برگ كه باشد درختي ريشه 

 باشند. شده توجيه بالا قواعد توسط آن هاي گره و  G{௅௉} اصول
 هـر  اسـت.  كلاسـيك  منطق قواعد مانند دقيقاً فصل، عملگر داراي بخش به مربوط قواعد

 است. اثبات قابل نيز سيستم اين در كند اثبات فصل تنها مورد در تواند مي كلاسيك منطق آنچه

 شـكل  داراي فصل راست سمت قاعده بينيد، مي كه طور همان دارد. متفاوت رفتاري عطف اما

𝜑,𝜓 مانند مهم قضاياي برخي دارد. مقدمه سه و نيست خود متعارف ⇒ 𝜑 ∧ 𝜓 سيستم اين در 

 حال، اين با آوريم). مي را آن نقض مثال تماميت، اثبات از پس بعد، بخش (در نيست اثبات قابل

  است: اثبات قابل آن شده ضعيف نسخه يك

 
 و همـاني  ايـن  موضـوعه  اصـل  وسيله به همه بالا اثبات درخت برگ در موجود هاي رشته

 آيد. مي حساب يك برهان بهنيز  درخت اين نتيجه، در هستند. پذير اثبات ሾ𝑊ሿ قاعده
𝜑,𝜓 توان مي مشابه، طور به ⇒ ¬𝜓,𝜑 ∧ 𝜓 دو اگـر  گويد مي استنتاج اين كرد. اثبات نيز را 

 بود. خواهد برقرار عطفشان يا مقدمات از يكي نقيض يا باشيم، داشته مقدمه در جمله
 نقـيض  با آن ارتباط كند، مي عمل كلاسيك منطق فصل مانند دقيقاً سيستم اين فصل گرچه

,𝜑¬ اسـتنتاج  ،LP در همچنـين  و كلاسيك منطق در مثال، براي است. تر پيچيده ¬𝜓 ⇒ ¬ሺ𝜑 ∨ 𝜓ሻ در امـا  است. پذير اثبات {LP}  قابـل  آن شـده  ضـعيف  نسـخه  يـك  تنهـا  و نيسـت  برقـرار 

  است:  اثبات
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  . صحت و تماميت4
 ابتدا پردازيم. مي {LP} منطق با G{௅௉} استنتاجي دستگاه صحت و تماميت اثبات به بخش اين در

 آوريم: مي را صحت قضيه

𝛤 اگـر   (صحت). 2 قضيه ⇒ 𝛥 در G{௅௉}  آنگـاه  باشـد،  پـذير  اثبـات 𝛤 ⊨ 𝛥  بـراي ℳ{LP} 

 است.  معتبر
 اگر استنتاجي، سيستم در قاعده هر براي دهيم نشان بايد حكم اين اثبات براي اثبات.

 اثبـات  را ايـن  از تـري  قـوي  حالت ما است. معتبر نيز آن تالي باشند، معتبر آن مقدمات

 صـادق  را قاعده يك مقدمات دلخواه دهي ارزش يك اگر دهيم مي نشان يعني كنيم، مي

 از مـا  اسـت.  اي سـاده  امـا  پرزحمت كار اين بود. خواهد صادق نيز قاعده آن تالي كند،

 كنيم: مي بسنده قاعده دو به و كنيم مي پرهيز موارد همه آوردن

 باشـد  𝛤 در 𝜎 مانند عضوي اگر باشد. ارزشدهي يك 𝑣 كه كنيد فرض :ሾ⇒∧ሿ قاعده

𝑣ሺ𝜎ሻ كه طوري ∉ 𝒟  مانند عضوي يا و 𝛿 در 𝛥 كه طوري باشد 𝑣ሺ𝛿ሻ ∈ 𝒟 ديد توان مي 

𝛤 يعني قاعده اين نتيجه كه ⇒ 𝛥,𝜑 ∧ 𝜓 داشته غير اين صورت بايد در است. معتبر نيز 

𝑣ሺ𝜑ሻ باشيم ∈ 𝒟, 𝑣ሺ𝜓ሻ ∈ 𝒟 و𝑣ሺ¬𝜑ሻ = 𝑓. نتيجـه  نقـض  جـدول  طبـق  آخر مورد از 

𝑣ሺ𝜑ሻ كه  شود مي = 𝑡. از حالا 𝑣ሺ𝜓ሻ ∈ 𝒟  ارزش كه گيريم مي نتيجه 𝜓 يا 𝑡 يا است ⊤، 
𝑣ሺ𝜑 كه بگيريم نتيجه توانيم مي بالا جدول طبق حالت دو در كه ∧ 𝜓ሻ ∈ 𝒟. 

⇒ሾ قاعده ¬ ∨ሿ: ارزش بـا  عضـوي  كـه  كنـيم  مـي  فرض را حالتي قبل، بخش مانند 

𝑣ሺ¬𝜑ሻ باشيم داشته بايد حالت اين در نباشد. 𝛤 در غيربرگزيده ارزش با عضوي و 𝛥 در برگزيده ∈ 𝒟،  𝑣ሺ¬𝜓ሻ ∈ 𝒟 و 𝑣ሺ𝜑ሻ = 𝑓. براي حالت دو 𝜓 ،است ⊤ آن ارزش يا داريم 

𝑣ሺ𝜑 داشـت  خـواهيم  يـا  خـواهيم  فصل براي بالا جدول طبق .𝑓 يا و ∨ 𝜓ሻ = 𝑣ሺ𝜑 يـا  و ⊤ ∨ 𝜓ሻ = 𝑓 داشت خواهيم حالت دو هر در كه 𝑣൫¬ሺ𝜑 ∨ 𝜓ሻ൯ ∈ 𝒟، تـالي  نتيجه در 

𝛤 يعني قاعده ⇒ 𝛥, ¬ሺ𝜑 ∨ 𝜓ሻ بود. خواهد معتبر نيز ◻ 

 آيد: مي زير در كه هستيم قضيه چند نيازمند تماميت، اثبات براي

𝛤 اگر  .3 قضيه ⇒ ̸ 𝛥 مجموعه يك آنگاه 𝛴 زبان در جملات از ℒ كـه  طـوري  دارد، وجود 𝛤 ⊆ 𝛴  :و 

1 .𝛴 ⇒ ̸ 𝛥. 
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𝜓 هر ازاي به. 2 ∉ 𝛴 كه:  داريم𝛴,𝜓 ⇒ 𝛥. 

3 .𝛴 ⇒ 𝛱  از عضو يك حداقل اگر تنها و اگر 𝛱 در 𝛴 .باشد 
𝜓௡:𝑛} كه كنيد فرض اثبات. ∈ 𝜔} هاي فرمول تمام مجموعه براي گذاري شماره يك 

𝛴௡:𝑛} دنباله باشد. زبانمان ∈ 𝜔} كنيم مي تعريف بازگشتي صورت به را: 𝛴଴ = 𝛤 بـه  و 

0 هر ازاي < 𝑛 تعريف فرض با 𝛴௡: 

𝛴௡ାଵ = ቐ𝛴௡ 𝛴௡,𝜓௡ ⇒ 𝛥 اگر 𝛴௡ ∪ {𝜓௡} 𝛴௡,𝜓௡ ⇒ ̸ 𝛥 اگر 
  

𝛴௡ داريم: 𝑛 هر ازاي به كه دهيم مي نشان ابتدا بالا موارد اثبات براي ⇒ ̸ 𝛥  اسـتقرا  بـا 

𝑛 براي كنيم. مي اثبات را حكم اين 𝑛 روي =   اسـت.  برقـرار  حكـم  ايـن  تعريف طبق 0
𝛴௡ كه كنيد فرض  ⇒ ̸ 𝛥. يـا  داريـم،  حالت دو بالا ساختار طبق 𝛴௡ାଵ = 𝛴  ايـن  در كـه 

𝛴௡ାଵ دهد مي استقرا فرض صورت ⇒ ̸ 𝛥، اينكه يا 𝛴௡ାଵ = 𝛴௡ ∪ 𝜓௡ صورت اين در كه 

𝛴௡ାଵ داشت خواهيم بالا شرط طبق هم ⇒ ̸ 𝛥. 

𝛴 بگيريد: شده تعريف دنباله اجتماع با معادل را 𝛴 حالا = ⋃௡∈ఠ𝛴௡  
 طوري ′𝛴 متناهي مجموعه يك سپس نباشد، طور اين كه كنيد فرض )،1( اثبات براي

′𝛴 كه ⊆ 𝛴 كه دارد وجود 𝛴′ ⇒ 𝛥، كه كنيد فرض 𝛴′ اي مجموعـه  چنـين  ترين كوچك 

 بـه  چـون  باشـد،  ′𝛴 داخل هاي فرمول انديس ترين بزرگ  𝑘 كه كنيد فرض حالا باشد.

𝛴௡ داريم 𝑛 هر براي كلي صورت ⊆ 𝛴௡ାଵ كـه  داشت خواهيم 𝛴′ ⊆ 𝛴௞ାଵ و 𝛴௞ାଵ ⇒ 𝛥 

 در كند اثبات را 𝛥 تواند نمي 𝑛، 𝛴௡ هيچ ازاي به كه كرديم اثبات بالا در كه اي قضيه با كه

  داريم و است اشتباه فرض پس است. تناقض
 𝛴 ⇒ ̸ 𝛥. 

𝜓 مانند فرمول يك )2( اثبات براي ∉ 𝛴 ليسـت  در بايـد  فرمـول  اين كنيد. فرض را 

𝜓௡ باشـيم  داشـته  بايـد  مشخص 𝑛 يك ازاي به پس باشد، شده ظاهر ها فرمول = 𝜓. از 

𝜓௡ كه داريم طرفي ∉ 𝛴௡ାଵ چون) 𝛴 اجتماع 𝛴௡.(شـرايط  طبـق  فـرض  ايـن  اما هاست 

𝛴௡ كه دهد مي نتيجه بالا ساخت ,𝜓௡ ⇒ 𝛥. چون 𝛴௡ ⊆ 𝛴،  داشـت  خـواهيم 𝛴,𝜓 ⇒ 𝛥، 
 داشتيم. انتظار كه طور همان
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 حكـم  خلاف براي اثبات سمت ديگر، بر ) بديهي است،3سمت چپ به راست (

𝛴 كه كنيد فرض ⇒ 𝛱 هـر  ازاي بـه  اما 𝜎 ∈ 𝛱  باشـيم  داشـته 𝜎 ∉ 𝛴. از 𝛴 ⇒ 𝛱  نتيجـه 

′𝛴 متناهي زيرمجموعه دو كه شود مي ⊆ 𝛴 و 𝛱′ ⊆ 𝛱 كه دارند وجود 𝛴′ ⇒ 𝛱′. اعضاي 𝛱′ صورت به را 𝜎଴,⋯ ,𝜎௡ از كدام هيچ نويسيم. چون مي 𝜎௜عضو ها 𝛴 مورد طبق نيستند 

0 هر ازاي به )1( ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 كه داشت خواهيم 𝛴,𝜎௜ ⇒ 𝛥اعمال . با 𝑛 برش قاعده ሾ𝐶𝑢𝑡ሿ 
′𝛴 و رشته اين بين ⇒ 𝜎ଵ,⋯ ,𝜎௡ رشته 𝛴′,𝛴 ⇒ 𝛥 چـون  امـا  شود. مي نتيجه 𝛴′ ⊆ 𝛴  در 

𝛴 نتيجه ⇒ 𝛥  است. تناقض در )1( مورد با كه داشت خواهيم نيز را ◻ 

 است: برقرار زير موارد. 4 قضيه

1 .𝜙 ∈ 𝛴   يا ¬𝜙 ∈ 𝛴. 

2 .𝜙 ∈ 𝛴  اگر تنها و اگر ¬¬𝜙 ∈ 𝛴. 

𝜙 اگر. 3 ∉ 𝛴 آنگاه ሺ𝜙 ∧ 𝜓ሻ ∉ 𝛴. 

𝜙¬ اگر. 4 ∈ 𝛴 و 𝜙 ∈ 𝛴 و ¬𝜓 ∉ 𝛴 آنگاه ¬ሺ𝜙 ∧ 𝜓ሻ ∈ 𝛴 و 𝜙 ∧ 𝜓 ∈ 𝛴. 

𝜙¬ اگر. 5 ∉ 𝛴 و ¬𝜓 ∉ 𝛴 آنگاه ¬ሺ𝜙 ∧ 𝜓ሻ ∉ 𝛴. 

𝜙¬ اگر. 6 ∈ 𝛴 آنگاه ¬ሺ𝜙 ∧ 𝜓ሻ ∈ 𝛴. 

𝜙¬ اگر. 7 ∉ 𝛴 آنگاه ¬ሺ𝜙 ∨ 𝜓ሻ ∉ 𝛴. 

𝜙 اگر. 8 ∉ 𝛴 و 𝜓 ∉ 𝛴 آنگاه 𝜙 ∨ 𝜓 ∉ 𝛴. 

𝜙 اگر. 9 ∉ 𝛴 و 𝜓 ∈ 𝛴 و ¬𝜓 ∈ 𝛴 آنگاه 𝜙 ∨ 𝜓 ∈ 𝛴 و ¬ሺ𝜙 ∨ 𝜓ሻ ∈ 𝛴. 
) كه بسته بـودن نسـبت   3موارد بالا به سادگي از طريق بخش سوم قضيه (اثبات. 

آوريم و بـاقي را بـه    شود. ما فقط برخي از آنها را مي به استنتاج را مي دهد نتيجه مي
  سپاريم. خواننده مي

⇒ اصل . از1 𝜑, ¬𝜑 اگر كه كنيد توجه شود. مي نتيجه )3( 3 قضيه و ⇒ 𝜓 شود، اثبات 

𝛴 بديهي نحو به آنگاه ⇒ 𝜓 داريم. نيز را 

𝜙 از طرف يك. 2 ⇒ ¬¬𝜙 از ديگر طرف مشابه طور به شود. مي نتيجه )3( 3 قضيه و 

𝜙¬¬ رشته ⇒ 𝜙 شود. مي نتيجه 

𝜙,𝜓 رشته: وسيله به شود)، نتيجه مي 1هستند(از قسمت  𝛴 در 𝜓 و 𝜙 . چون3 ⇒ 𝜙 ∧ 𝜓, ¬𝜓  در رشته اين نتايج از يكي حداقل 𝛴  طبـق  امـا  باشـد.  داشـته  وجـود  بايـد 
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𝜓¬ فرضمان ∉ 𝛴، پس 𝜙 ∧ 𝜓 ∈ 𝛴      بخش دوم ايـن مـورد توسـط مـورد بعـدي .
  پوشش داده خواهد شد.

𝜙¬ رشته طبق. 4 ⇒ ¬ሺ𝜙 ∧ 𝜓ሻ كه فرض اين و ¬𝜙 ∈ 𝛴 داريم ¬ሺ𝜙 ∧ 𝜓ሻ ∈ 𝛴. ◻ 

 يـك  آنگـاه  باشـند،  3 قضيه در رشته طرفين هاي مجموعه 𝛥 و 𝛴 كه كنيد فرض  .5 قضيه

𝑣ሾ𝛴ሿ كه دارد وجود ℳ{LP} براي 𝑣 دهي ارزش ⊆ 𝒟 و 𝑣ሾ𝛥ሿ ⊆ {𝑓}. مقدمات تمام يعني 

 هستند. كاذب آن هاي تالي تمامي و صادق آن
 تعريـف  زيـر  صـورت  بـه  𝜓 ماننـد  زبـان  از فرمول هر براي را 𝑣 دهي ارزش اثبات.

 كنيم: مي

𝑣ሺ𝜓ሻ = ൝𝑡 𝜓 ∈ 𝛴 , ¬𝜓 ∉ 𝛴𝑓 𝜓 ∉ 𝛴 , ¬𝜓 ∈ 𝛴⊤ 𝜓 ∈ 𝛴 , ¬𝜓 ∈ 𝛴  

 يـك  نتيجه در و شود مي تعريف ها فرمول همه براي بالا تابع ، 4 قضيه 1 مورد طبق

 همـه  ايـم  ساخته كه دهي ارزش كه دهيم نشان بايد تنها ما است. 𝒲ሺℒሻ روي كامل تابع

 در مشـروع  دهي ارزش يك و كند مي برآورده را عملگرها جداول در بالا صدق شرايط

 را شـرايط  ايـن  جداگانـه  صـورت  بـه  عملگرهـا  از كـدام  هر براي است. ماتريس اين
 كنيم. مي  بررسي

 بايد باشد، داشته 𝑣ሺ𝜙ሻ كه ممكني ارزش هر ازاي به دهيم نشان كه است اين هدف )¬( ـ

𝑣ሺ¬𝜙ሻ باشيم داشته ∈ ¬‾ 𝑣ሺ𝜙ሻ.  جداگانـه  را كـدام  هـر  كـه  داريـم  ممكـن  ارزش سـه 

 كنيم: مي  بررسي

1 .𝑣ሺ𝜙ሻ = 𝑡: ساخت طبق 𝑣 كه داشت خواهيم 𝜙 ∈ 𝛴، كه دهد مي نتيجه )2( 4 قضيه ¬¬𝜙 ∈ 𝛴، نقـيض  جمله اين چون ¬𝜙  داريـم  فـرض  از و اسـت ¬𝜙 ∉ 𝛴  طبـق 

𝑣ሺ¬𝜙ሻ كه گيريم مي نتيجه 𝑣 ساخت = 𝑓 داريم يعني بالا جدول طبق كه 𝑣ሺ¬𝜙ሻ ∈ ¬‾ 𝑡 = ¬‾ 𝑣ሺ𝜙ሻ = {𝑓}. 

2 .𝑣ሺ𝜙ሻ = 𝑓: ساخت طبق 𝑣 كه داشت خواهيم 𝜙 ∉ 𝛴، كه دهد مي نتيجه )2( 4 قضيه ¬¬𝜙 ∉ 𝛴, نقيض جمله اين چون ¬𝜙  داريـم  فـرض  از و اسـت ¬𝜙 ∈ 𝛴  طبـق . 

𝑣ሺ¬𝜙ሻ كه گيريم مي نتيجه 𝑣 ساخت = 𝑡، داريـم  يعنـي  بالا جدول طبق 𝑣ሺ¬𝜙ሻ ∈ ¬‾ 𝑓 = ¬‾ 𝑣ሺ𝜙ሻ. 
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3 .𝑣ሺ𝜙ሻ = 𝜙 داريم مورد اين در :⊤ ∈ 𝛴 و ¬𝜙 ∈ 𝛴. نتيجه )2( 4 قضيه با اول مورد كه 

𝜙¬¬ كه دهد مي ∈ 𝛴، كه واقعيت اين كنار در ¬¬𝜙 نقيض ¬𝜙  و اسـت ¬𝜙 ∈ 𝛴 

𝑣ሺ¬𝜙ሻ گيريم مي نتيجه است، = 𝑣ሺ¬𝜙ሻ داريم هم مورد اين در پس .⊤ ∈ ¬‾ ⊤. 

 )∧( ـ

a. 𝑣ሺ𝜙ሻ = 𝑓 يا 𝑣ሺ𝜓ሻ = 𝑓: كـه  كنيد فرض 𝑣ሺ𝜙ሻ = 𝑓،  تعريـف  طبـق  آنگـاه 𝜙 ∉ 𝛴. كه دهد مي نتيجه )3( 4 قضيه 𝜙 ∧ 𝜓 ∉ 𝛴، گيـريم  مـي  نتيجه اين از 𝑣ሺ𝜙 ∧ 𝜓ሻ = 𝑓. را دارنـد  برگزيده ارزش دو هر كه حالاتي بعدي موارد در 
 شود. مي اثبات طريق همين به نيز دوم حالت كنيم. مي بررسي

b. 𝑣ሺ𝜙ሻ = 𝑣ሺ𝜓ሻ و ⊤ = 𝑡  يـا) 𝑣ሺ𝜙ሻ = 𝑡 و𝑣ሺ𝜓ሻ = 𝑣ሺ𝜙ሻ از ):⊤ =  نتيجـه  ⊤

𝑣ሺ𝜓ሻ از هستند، 𝛴 در دو هر 𝜙¬ و 𝜙 كه شود مي = 𝑡 داريم ¬𝜓 ∉ 𝛴، قضيه 

ሺ𝜙¬ كه دهد مي نتيجه )4( 4 ∧ 𝜓ሻ و 𝜙 ∧ 𝜓 در دو هر 𝛴 ،داريم پس هستند 𝑣ሺ𝜙 ∧ 𝜓ሻ =  گذارد. مي احترام بالا جدول به دهي ارزش اين نيز دارد ⊤ ارزش ديگري و 𝑡 ارزش طرفين از يكي كه حالتي در پس .⊤

c.  𝑣ሺ𝜙ሻ = 𝑡 و 𝑣ሺ𝜓ሻ = 𝑡: كـه  داريـم  فـرض  دو اين از ¬𝜙 ∉ 𝛴 و ¬𝜓 ∉ 𝛴. 
ሺ𝜙¬ دهد مي )5( 4 قضيه ∧ 𝜓ሻ ∉ 𝛴، رفـت،  مـي  انتظـار  كه طور همان پس 

𝑣ሺ𝜙 داريم ∧ 𝜓ሻ = 𝑡. 

d.  𝑣ሺ𝜙ሻ = 𝑣ሺ𝜓ሻ و⊤ = 𝜙¬ دهد مي ما به فرض :⊤ ∈ 𝛴، دهد مي )6( 4 قضيه ¬ሺ𝜙 ∧ 𝜓ሻ ∈ 𝛴. حالا 𝜙 ∧ 𝜓 در است ممكن 𝛴 اول حالت در نباشد. يا باشد 

𝑣ሺ𝜙 داريم ∧ 𝜓ሻ = 𝑣ሺ𝜙 دوم حالت در و ⊤ ∧ 𝜓ሻ = 𝑓. حالت دو هر در پس 

𝑣ሺ𝜙 داريم ∧ 𝜓ሻ ∈ {𝑓,⊤ }داريم. بالا جدول كه طبق  طور همان 

𝑣ሺ𝜙 داريم: 𝑣ሺ𝜓ሻ و 𝑣ሺ𝜙ሻ هاي ارزش از ممكن حالت 9 تمام براي پس ـ ∧ 𝜓ሻ ∈ 𝑣ሺ𝜙ሻ ∧‾ 𝑣ሺ𝜓ሻ  
 )∨(  ـ

a. 𝑣ሺ𝜙ሻ = 𝑡    يـا 𝑣ሺ𝜓ሻ = 𝑡:  كنيـد  فـرض 𝑣ሺ𝜙ሻ = 𝑡،  داريـم  سـاخت  طبـق ¬𝜙 ∉ 𝛴, دهد مي نتيجه )7( 4 قضيه ¬(𝜙 ∨ 𝜓) ∉ 𝛴)همـان  1، طبق مورد (
𝜙قضيه داريم  ∨ 𝜓 ∈ 𝛴داريـم  بـود  لازم كـه  طـور  همـان  نتيجه ، در 𝑣(𝜙 ∨ 𝜓) = 𝑡. شود. مي اثبات طريق همين به نيز دوم حالت 
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b.  𝑣(𝜙) = 𝑓 و 𝑣(𝜓) = 𝑓: داريم تعريف طبق 𝜙 ∉ 𝛴 و 𝜓 ∉ 𝛴،  8( 4 قضـيه( 
𝜙 دهد مي نتيجه ∨ 𝜓 ∉ 𝛴، پس 𝑣(𝜙 ∨ 𝜓) = 𝑓. 

c. 𝑣(𝜙) = 𝑓 و 𝑣(𝜓) = 𝑣(𝜙) (يا ⊤ = 𝑣(𝜓) و ⊤ = 𝑓: ( مقـدمات  مـا  فرض 

 جدول مطابق يعني كه داريم نيز را آن تالي نتيجه در دهد. مي را )9( 4 قضيه

𝑣(𝜙 بالا ∨ 𝜓) = ⊤. 

d. 𝑣(𝜙) = 𝑣(𝜓) و ⊤ = 𝜙 داريم فرض از :⊤ ∈ 𝛴 رشته از و 𝜙 ⇒ 𝜙 ∨ 𝜓  كـه 𝜙 ∨ 𝜓 ∈ 𝛴. يا ¬(𝜙 ∨ 𝜓) در 𝛴 اول حالت در نيست، يا هست 𝑣(𝜙 ∨ 𝜓) = 𝑣(𝜙 دوم حالـت  در و ⊤ ∨ 𝜓) = 𝑡،  داريـم  حـال  هـر  در پـس 𝑣(𝜙 ∨ 𝜓) ∈ {𝑡,⊤} . ◻ 

𝛤 اگر  (تماميت). 6 قضيه ⇒ ̸ 𝛥  آنگاه 𝛤 ⊨ ̸ 𝛥. 
𝛴 كـه  دارد وجود 𝛴 مجموعه 3 طبق مورد قضيه اثبات. ⇒ ̸ 𝛥.  يـك  5 قضـيه  طبـق 

 امـا  ميبيند، كاذب را 𝛥 اعضاي همه و صادق را 𝛴 اعضاي همه كه دارد وجود ارزشدهي

𝛤 چون ⊆ 𝛴 اعضاي همه 𝛤  پس هستند. صادق نيز 𝛤 ⊨ ̸ 𝛥. ◻ 
  
  }LP. عطف غيرمثبت و نرمال نبودن {5
آيند و نقض عملگري غير مثبـت.   مي شمار به مثبت عملگري فصل و عطف ها، منطق اكثر در

قضـيه معمـول ايـن    عملگر هاي مثبت و غيرمثبت رفتاري كاملا متفاوت با هم دارند، يـك  
كـرد. امامثبـت    تعريف منفي را عملگري هر چند عملگر مثبت نمي توان  تركيب است كه با

 مثبـت  عملگـر  از تعريفي آن، به پرداختن از است. قبل متفاوت {LP} در بودن عطف و فصل

 است.  )Avron et al, 2018:13آورن ( به متعلق تعريف اين دهيم. مي ارائه

 هـر  ازاي بـه  هرگـاه  گـوييم  مـي  مثبـت  را ⋄ موضعي 𝑛 مثبت). عملگر (عملگر 7 تعريف

⋯,𝑝ଵ  متغيرها مجموعه , 𝑝௡ باشيم: داشته 𝑝ଵ,⋯ ,𝑝௡ ⇒⋄ (𝑝ଵ,⋯ ,𝑝௡)  
,𝑝ଵ رشته 𝑝ଶ ⇒ 𝑝ଵ ∨ 𝑝ଶ در كه {LP} منطـق  ايـن  فصـل  كه دهد مي نشان است، پذير اثبات 

,𝑝ଵ چون گفتيم، كه طور همان اما است. مثبت 𝑝ଶ ⇒ 𝑝ଵ ∧ 𝑝ଶ نيسـت  پـذير  اثبـات  منطق اين در 

𝑣(𝑝ଵ) دهي (ارزش = 𝑣(𝑝ଶ) = 𝑣(𝑝ଵ و ⊤ ∧ 𝑝ଶ) = 𝑓 بگيريـد)،  نظر در نقض مثال عنوان به را 

 نيست. مثبت كلاسيك منطق يا LP عطف برخلاف آن عطف
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در  آورن بـرد.  مـي  منطـق  بـودن  نرمـال  يعنـي  ديگر، مفهوم يك سمت به را ما ويژگي اين
)Avron,2015(  داشـته  را آنها منطقي اگر كه دهد مي دست به شرط و فصل و عطف از تعريفي 

 و عطف به صرفاً نداريم، شرط اينجا در چون ما خواند. مي »نرمال« منطق يك را منطق آن باشد،
نيست. تعريف آورن از فصـل بـا    نرمال منطق يك {LP} كه دهيم مي نشان و پردازيم مي فصل

تـوان   چند تالي با حضور قاعده برش ميتعريف ما كمي متفاوت است اما در حساب رشته 
 نشان داد كه اين دو معادل هستند.

  . 8 تعريف

𝛤 گاه: هر ناميم مي فاصل ⇒ براي را ∨ موضعي دو عملگر ـ ⇒ 𝛥,𝜙,𝜓 اگر تنها اگر 𝛤 ⇒ 𝛥,𝜙 ∨ 𝜓  

𝛤,𝜙,𝜓 گاه: هر ناميم مي عاطف ⇒ براي را ∧ موضعي دو عملگر ـ ⇒ 𝛥 اگر تنها اگر 𝛤,𝜙 ∧ 𝜓 ⇒ 𝛥  

 هستند. فاصل و عاطف LP و كلاسيك منطق براي فصل و عطف كه ديد توان مي سادگي به

 نيست: برقرار {LP} براي ويژگي اين اما

 نيست. عاطف آن براي ∧ اما است، فاصل {LP} براي ∨ عملگر  .7 قضيه
 نظريـه  صـورت  بـه  را آن تـوان  مي هم است، سرراست ∨ بودن فاصل اثبات اثبات.

 نيست. عاطف ∧ كه دهيم مي نشان فقط ما سمنتيكي. صورت به هم و كرد اثبات برهاني

𝜙 رشته 𝑣 دهي ارزش كنيد فرض و باشند تهي 𝛥 و 𝛤 كه كنيد فرض ∧ 𝜓  كند. ارضا را ⇒

𝑣(𝜑 داريم صورت اين در ∧ 𝜓) = 𝑓، باشيم داشته است ممكن اما 𝑣(𝜑) = 𝑣(𝜓) = ⊤ 

𝜑,𝜓 رشته صورت اين در كه  ◻ شد. نخواهد ارضا ⇒

 آورن، براي است. مهمي قيد هم داشتن شرط عملگر نرمال، منطق از آورن تعريف در

 بنابراين باشد، برقرار آن براي استنتاج قضيه كه آيد مي حساب به شرط وقتي عملگر يك

 قضـيه  كـه  چـرا  نيست، واقعي شرط يك واقع در هم  LP منطق شرط او، تعريف طبق

 بـا  را بـودن  نرمال و بگذاريم كنار را شرط اجمالاً اگر اما نيست. برقرار آن براي استنتاج

 امـا  آيـد.  مي حساب به نرمال منطق يك LP منطق كنيم، تعريف فاصل و عاطف داشتن

 تـري  عميـق  سـطح  در منطق اين و نيست چنين اين {LP} براي دهد مي نشان بالا قضيه

 ويژگي طرف يك فقط واقع در دارد. متفاوتي كاملاً عطف رفتار كه چرا است، غيرنرمال
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 (حداقل شدن معرفي قابليت اما دارد، را حذف قابليت منطق اين عطف داريم. را عطف

  ندارد. را شرط) و قيد بدون
 
  پذيري قواعد و حذف برش برگشت .6

 يك است. قواعد پذيري برگشت خاصيت ها رشته حساب براي برهاني نظريه مهم ويژگي يك

 گرفـت.  نتيجـه  نيـز  را آن مقـدمات  آن، نتيجـه  از بتوان هرگاه گوييم مي پذير برگشت را قاعده

 پـذير  برگشت قواعد داراي كه است شده ارائه كلاسيك منطق براي مختلفي هاي رشته حساب

 معرفي LP منطق براي كه اي رشته حساب همچنين )). 1403:50به (حسيني،  (بنگريد هستند

اين حال عليرغم شباهت زياد اين دو با  ).Avron,2015است ( پذير برگشت قواعد داراي شده،
 برخـي  هرچند نيستند. پذير برگشت كه است قواعدي برخي داراي G{௅௉} رشته حساب منطق

 در ∨ بـودن  فاصـل  است. پذير برگشت  ሾ⇒∨ሿ قاعده مثال براي هستند، پذير برگشت آن قواعد

 ሾ∧⇒ሿ قاعـده  امـا  دهـد.  مـي  نشـان  را قاعـده  ايـن  پـذيري  برگشـت  اثبات واقع در قبل بخش
𝜑,𝜓 چون ،LP همچنين و كلاسيك منطق در نيست. پذير برگشت ⇒ 𝜑 ∧ 𝜓  است، پذير اثبات 

𝛤,𝜑 و رشـته  اين روي برش قاعده اعمال با ∧ 𝜓 ⇒ 𝛥  قاعـده  مقدمـه  تـوان  مـي ሾ∧⇒ሿ،  يعنـي 𝛤,𝜑,𝜓 ⇒ 𝛥 در رشته اين چون اما گرفت. نتيجه را {LP} را كار اين توان نمي شود، نمي اثبات 

 آن اثبات شود. مي اثبات سادگي به نيز سمنتيكي لحاظ به قاعده اين ناپذيري برگشت داد. انجام

آمد. توجه كنيد كـه رشـته موجـود در     قبل بخش در كه ∧ نبودن عاطف اثبات با است معادل
  م و تالي قاعده سمت چپ عطف است.طرفين تعريف عاطف بودن در واقع مقد

پذيري است. اينكه بتـوان   نداشتن ويژگي برگشتبنابراين يك ضعف اين حساب رشته 
اي  پـذير جـايگزين كـرد مسـئله     قواعد برگشت ناپذيري اين سيستم را با قواعدي برگشـت 

  چندان روشن نيست. 
يك ويژگي مهم ديگر حساب رشته ها حذف پذيري برش است. به اين معني كـه اگـر   

ه باشد كه در آن قاعده برش بكار پذير باشد بايد برهاني داشت رشته اي در اين حساب اثبات
پـذير اسـت و بـه     نرفته است. نويسنده حدس مي زند كه برش در اين حساب رشته حذف

احتمال زياد با تكنيك هاي رايج نظريه برهاني مانند استقرا روي فرمول ها طول برهان بتوان 
الات متعـدد و  اثباتي براي اين قضيه آورد. البته تكنيك رايج معمولا منجر به چك كردن ح ـ

خـورد بـه    شود. يك راه حل ساده تر براي حـذف بـرش گـره مـي     اثباتي بسيار طولاني مي
ــي برگشــت ــذيري. آورن در ( ويژگ ــتن  Avron, 2015پ ــه در صــورت داش ــان داده ك ) نش
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توان برهاني كوتاه براي قضيه برش ارائه داد. اين مشاهده مارا به دوباره به  پذيري مي برگشت
را بـا قواعـدي    G{௅௉}دهد: اگر بتوانيم قواعد  رد بازگشت پذيري سوق ميپرسش قبل در مو

له حـذف بـرش ايـن سيسـتم نيـز      پذير جايگزين كنيم پاسـخي سـاده بـراي مسـئ     برگشت
  داشت.  خواهيم

  
  گيري نتيجه .7

منطقي است كه به با ابزار سمنتيكي به وسيله ماتريس هاي نـامعين معرفـي     {LP}گفتيم كه
شده است اما از جنبه نظريه برهاني چندان مورد مطالعه قرار نگرفته است. ما در اينجا يـك  
حساب رشته براي اين منطق معرفي كرديم و صحت و تماميت آن را اثبات كرديم.  نشـان  

كنـد امـا رفتـار     منطق دقيقا مانند منطق كلاسيك عمل ميداديم كه در بخش تنها فصلي اين 
عطف آن كاملا متفاوت است. در واقع نشان داديم كه عطف ايـن منطـق بـرخلاف عطـف     

هاي ديگر يك عملگر مثبت نيست. همچنين نشان داديم طبق يك تعريـف   بسياري از منطق
هـاي عطـف را    عطف اين منطق به معناي متداول عطف نيست چرا كه مهم تـرين ويژگـي  

آيد. در بخـش   به حساب مي» غيرنرمال«ندارد. بنابراين طبق يك تلقي اين منطق يك منطق 
آخر به برگشت ناپذيري قواعد حساب رشته معرفـي شـده پـرداختيم و نشـان داديـم ايـن       

  پذير نيست.  حساب رشته برگشت
نيم پذيري برش است. گفتيم حدس مي ز يكي ويژگي مهم ديگر حساب رشته ها حذف

برش در اين سيستم حذف پذير باشد. به نحو جالبي مسـئله حـذف بـرش نيـز بـا مسـئله       
پذيري گره مي خورد. با استفاده از تكنيك هاي خاصي اگر بتوان سيستمي بازگشت  برگشت

ــراي  ــه ســادگي قضــي  {LP}پــذير ب ــراي آن ارائــه داد احتمــالا ب ه حــذف بــرش را نيــز ب
  داشت.   خواهيم

  
  نامه كتاب
 384–376 اول، (چـاپ  منطـق  و معنـا  براي چارچوبي رشته: حساب :برهان نظرية )1403( داود. حسيني،

  سمت. تهران: ص.).
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