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  : نزاع فرگه و هيلبرت
  هاي اصل موضوعي ها در دستگاه روش صحيح پرداختن به فراقضيه

  *ميثم محمداميني

  چكيده
...  بود محتوا مياگر چنين بود، بدون . صوري نيست. .. منطق به صورت نامحدود«

  .)Frege, 1971:109( »هيچ علمي كاملاً صوري نيست

، ديويد هيلبرت نظام اصلِ موضوعيِ منقحي براي هندسة اقليدسي عرضه 1899در 
حلـي   هاي سازگاري و استقلال براي اين نظـام، راه  كرد و با اثبات مشروط فراقضيه

. ارائـه داد ) خطوط موازيمشهور به مسئلة (براي يكي از مسائل ديرپاي رياضيات 
هـاي بنيـاديني بـا رويكـرد      گذار منطق صوري جديد، مخالفت گوتلوب فرگه، پايه

هاي سـازگاري و اسـتقلال ابـراز     هاي او براي فراقضيه فرماليستي هيلبرت و برهان
دهـد كـه ديـدگاه فرگـه نسـبت بـه        بررسي دلايل اين مخالفت نشـان مـي  . داشت
شـدة   كلي متفاوت از ديدگاه پذيرفتـه  اي به فرانظريههاي  بودن منطق و قضيه   صوري

در اين مقالـه پـس از شـرح مختصـر روش اثبـات هيلبـرت بـراي        . امروزي است
طور انتقادهاي اصـلي فرگـه بـه آن، بـه      هاي سازگاري و استقلال و همين فراقضيه

نهادي خود فرگه براي پرداختن به ايـن مسـائل اشـاره خـواهم كـرد و       روش پيش
دانان، به  دانان و منطق نهايت رياضي  اين بحث خواهم پرداخت كه چرا درسپس به 

هاي فرگه وقعي ننهادند و منطق جديد بـا معرفـي    سنجي پيروي از هيلبرت، به نكته
در پايان  .قابل قبول نبود وجهنظرية مدل گام در راهي نهاد كه از نگاه فرگه به هيچ 

يـك   واقع، فرگه و هيلبرت، هر  است كه درگيرم اين  اي كه از اين بررسي مي نتيجه
هاي متفاوتي از مفاهيمي مانند سازگاري  ها و علايق خود، برداشت بر اساس انديشه

انـد، جـايي كـه فرگـه بـه دنبـال        هاي اصل موضوعي داشـته  و استقلال در دستگاه
. كنـد  را اثبـات مـي  » سازگاري نحـوي «است هيلبرت صرفاً » اي سازگاري انديشه«

                                                                                                 

  me_amini@sbu.ac.irاستاديار پژوهشكدة مطالعات بنيادين علم و فناوري، دانشگاه شهيد بهشتي  *
 20/5/1394: تاريخ پذيرش ،12/3/1394 :تاريخ دريافت



 ...ها در  روش صحيح پرداختن به فراقضيه: نزاع فرگه و هيلبرت   2

هاي بعدي  گيرانة فرگه از مفهوم سازگاري و استقلال دامنة پژوهش سخت برداشت
كه برداشت هيلبرتي امكانات وسيع و جذابي  ساخت، حال آن شدت محدود مي را به

  .آورد اي فراهم مي هاي فرانظريه براي انجام بحث
دسـتگاه اصـل موضـوعي، فرانظريـه، فراقضـية اسـتقلال، فراقضـية         :هـا  دواژهيكل

  .، تحليل مفهوميسازگاري
  

  مقدمه. 1
چـون   مطابق برداشت رايـج از تـاريخِ تحـولات منطـق، گوتلـوب فرگـه را بـا آثـاري هـم         

بنيادگـذار   )Grundlagen der Arithmetik( مباني حسابو ) Begrieffsschrift( نگاري مفهوم
برخي ليكن نبايد از نظر دور داشت كه ديدگاه او نسبت به . شناسند منطق صوري جديد مي

شدة امـروزي   سره متفاوت از ديدگاه پذيرفته ويژه در فلسفة منطق و فرامنطق، يك مسائل، به
 ، نـاممكن )fully interpreted(» كاملاً تعبيرشـده «به صورت  فقط گرفتن زبان  نظر  در. است

 هجمل، و فرض وجود محتواي مستقل براي منطق از )reinterpretation(بودن بازتعبير زبان  
خواني با ديدگاه مدرن، اغلـب در بررسـي منطـق و     اند كه شايد به علت ناهم فرگه هاينظر

  .شوند فلسفة فرگه ناديده گرفته مي
دستگاه اصل موضوعي هيلبرت براي هندسه و قضاياي سـازگاري و اسـتقلال او بـراي    

و  اين انتقـادات برخـي از مواضـع مهـم    . داشت در پياين دستگاه انتقادات اساسي فرگه را 
نزاع فرگه و هيلبرت بر . كردشدة فرگه در باب منطق و فلسفة منطق را آشكار  تر تصريح كم

 ؛تـرين مسـائل را بـه ميـان كشـيد      سر يك دستگاه اصل موضوعي براي هندسه پاي اساسي
گاه اصول موضوع در رياضيات، روش پـرداختن بـه مسـائل فرانظـري،      مسائلي چون جاي

  .گاه و شرايط تعاريف م منطقي، و جايشرايط و تبعات رابطة استلزا
ها انجام شده  بودن آن  هاي نسبتاً فراواني دربارة انتقادات فرگه به هيلبرت و موجه بررسي

، بپـردازم مانـدة انتقـادات فرگـه     غالباً مغفول ام تا به يك جنبة در مقالة حاضر كوشيده. است
ز ديدگاه فرگه و لـزوم توجـه بـه    يعني رابطة ميان شرايط لازم براي يك تعريف پذيرفتني ا

شناسايي . هاي صوري و معناشناسي در كنار استدلال) conceptual analysis(تحليل مفهومي 
گرايي فرگـه بـراي پـرداختن بـه      اي است كه منطق اشيا و مفاهيم پاية متعلق به منطق پروژه

ي نيازمنـد آن  چـون اسـتلزام منطق ـ   اي هم اي و حتي شناخت كامل رابطه هاي فرانظريه بحث
 ـ خـوش كند، اما در باب انجام آن چندان  ضرورت اين كار تأكيد مي رخود فرگه ب. است  نيب
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و  ابنـد؛ ي ينم ـ صـله يسرعت ف ها به پرسش نيكه ا ديد توان يم يسادگ به« :گويد نيست و مي
  ).Frege, 1971: 111( »ببرم شيپ نياز ا شيرا ب يبررس نيتا ا كوشم ينم نيبنابرا

  
  دستگاه اصل موضوعي هيلبرت براي هندسه. 2

راني دربارة بنيادهاي هندسه، دسـتگاه   ، ديويد هيلبرت در يك مجموعه سخن1899در سال 
در  مبـاني هندسـه  ها بـا عنـوان    راني متن سخن. نهادي خود براي هندسه را معرفي كرد پيش

شـتن آن را چنـين   هيلبرت خود در مقدمة اين اثر هدف از نگا. اواخر همان سال منتشر شد
  :كند مي بيان

از اصـول   مسـتقل و  كامـل و  ساده يا است نو در انتخاب مجموعه يحاضر، تلاش يبررس
وضـوح ممكـن،    نيتر شيكه با ب يبه شكل ايقضا نيتر هندسه و استنتاج مهم يموضوع برا

از اصـول   كي ـشـده از هـر    گرفتـه  جيمختلف اصول موضوع و دامنة نتا يها گروه تياهم
  Hilbert, 1902: 1.(1( مشخص شود

نقـاط،  : بـرد  را نام مي) چيزها(از اشيا  گوناگونهيلبرت در ابتداي اين اثر سه دستة 
ميان اشيا روابط متقابل مشخصي وجود دارد كه با عبـاراتي چـون   . خطوط، و صفحات

 اصـول «از  يا جـه ينت عنـوان   بـه ، توصيف كامل و دقيق اين روابـط  »بين« و» قرار دارد«
اصول موضوع را در پنج گروه  نيا لبرتيه ).ibid: 3( ديآ يم دست به »هندسه موضوع

 يبنـد  صورت طبقه نياست كه به ا ستيتعداد كل اصول موضوع جمعاً ب. كند يم يمعرف
 ترتيب موضوع اصول، گروه دوم )موضوع اصل 7(اتصال  موضوع اصولگروه اول : اند شده

، گروه چهارم )اصل موضوع اقليدس(ها  موازي اصل موضوع، گروه سوم )اصل موضوع 5(
اصـل  ( پيوستگي اصل موضوعو گروه پنجم ) اصل موضوع 6(نهشتي  هم اصول موضوع

  .)موضوع ارشميدس
كند و سـپس نشـان    در فصل دوم كتاب، هيلبرت ابتدا سازگاري اين دستگاه را ثابت مي

گـروه  (نهشـتي   ، اصـول موضـوع هـم   )وه سومگر(دهد كه اصل موضوع خطوط موازي  مي
. نـد ا از سـاير اصـول موضـوع مسـتقل    ) گـروه پـنجم  (و اصل موضـوع پيوسـتگي   ) چهارم
  :است قرارين ا ازهايي از اصول موضوع دستگاه هيلبرت  نمونه
)I.1 (مانند زيمتما نقطة دو هر A  و B خط راست  كي)a (كنند؛ يم نيطور كامل مع به  را  
)I.2 ( كامـل   طـور   بههر دو نقطة متمايز روي يك خط راست آن خط راست را هميشه

  ؛كنند معين مي
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)I.3 ( سه نقطة متمايزA ،B و ،C  كه روي يك خط راست نيستند هميشه يك صفحه را
  ؛كنند كامل معين مي طور  به

)III (  در يك صفحه، از هر نقطه خارج خط راسـتa       يـك و تنهـا يـك خـط راسـت
  .ناميم مي aاين خط راست را خط موازي با . را قطع نكند aسم كرد كه خط توان ر مي

هيلبرت در مورد مسئلة سازگاري و معرفي روش خود براي اثبات آن مدعي اسـت كـه   
  :نهاد كرده است با هم سازگارند يعني اصول موضوعي كه پيش

 بـا  كـه  كـرد  استنتاج يا گزاره موضوع اصول نيا از توان ينم استدلال يِمنطق نديفرا چيه با
 كـه  ميبساز يا هندسه است يكاف امر، نيا اثبات يبرا. باشد تناقض در گريد اصول از يكي

  ).ibid: 27( شوند ارضا گروه پنج هر اصول آن در

روش او . هاي نسبي ناميد توان برهان هاي هيلبرت براي سازگاري و استقلال را مي برهان
، اصول موضـوع  A مثلاً منطقي يك دستگاه،راصلي و غي هاي چنين است كه با بازتعبير واژه

 شـده  ارائـه اگر تعبير . كند ، تبديل ميB مثلاً آن را به قضايايي صادق در يك دستگاه مرجع،
تبديل كند مسئلة سازگاري دسـتگاه   Bرا به قضايايي صادق در  Aي اصول موضوع درست به
A  به مسئلة سازگاريB در اين صـورت . شود تحويل مي A    اگـر   سـازگار خواهـد بـودB 

نسبي  صورت  بهشود روش هيلبرت سازگاري را  از همين روست كه گفته مي. سازگار باشد
  ).Blanchette, 2007 a(كند  اثبات مي )نسبت به دستگاه مرجع(يا مشروط 
هاي غيرمنطقي بـا اسـتفاده از    در مرحلة اول واژه. ي هستندا دومرحلههاي هيلبرت  اثبات
هاي بازتعبيرشده نشـان   شوند، و در مرحلة دوم صدق اين گزاره زمينه بازتعبير مي نظرية پس
كند هر  زمينه با تعبير جديد اصول موضوع را صادق مي جا كه نظرية پس از آن. شود داده مي

اصول موضوع بتوان تنـاقض را   اگر از مجموعة. ها نيز صادق خواهد بود نتيجة منطقي از آن
زمينه نيز تناقض قابل استنتاج باشد؛ زيرا تناقض تحـت هـر    ر نظرية پسنتيجه گرفت بايد د

  .تعبيري تناقض خواهد بود
هـا   هاي اصلي و غيرمنطقي دستگاه خود در حوزة اعداد حقيقي، آن هيلبرت با تعبير واژه

دادن صدق اين قضايا، سـازگاري    با نشان. كند را به قضايايي دربارة اعداد حقيقي تبديل مي
 هيلبرت براي نشان. ه جديد با فرض سازگاري نظرية اعداد حقيقي، اثبات شده استدستگا

  :دهد دادن سازگاري دستگاه خود چنين تعبيري از آن ارائه مي 
• Ω عضو آن است و نسبت به چهار  ،1نظر بگيريد كه   در 2اي از اعداد جبري را مجموعه

 ؛بسته است ½(ω2+1) عمل اصلي حساب و عمل
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از اين  )u:v:w( ييتا سهيك نقطه و هر  دهندة نشان Ωاز اعداد متعلق به  (x,y) هر جفت •
 ؛اعداد معرف يك خط است

 روي خـط  )x,y( آن اسـت كـه نقطـة    كننـدة  برقرار باشد بيـان  ux+vy+w=0 اگر معادلة •
)u:v:w( قرار دارد. 

صـادق در  هـايي   گـزاره  IIIو  I-1 ،I-2گرفتن اين سه فرض، اصول موضـوع    نظر  با در
ترتيـب    به اعتقـاد هيلبـرت، بـدين    ).Hilbert, 1902: 27-8(حوزة اعداد حقيقي خواهند بود 

البته هيلبرت بـراي بيـان چنـين    . شود ديگر اثبات مي سازگاري اين سه اصل موضوع با يك
  .ادعايي بايد سازگاري نظرية اعداد حقيقي را فرض بگيرد

 P منظور از استقلال گزارة. كند روش عمل مي براي مسئلة استقلال نيز هيلبرت به همين
ايـن يعنـي   . رسـيد  Pبا استنتاج منطقي بـه   Γتوان از  اين است كه نمي Γ از يك دسته گزارة

بنابراين مسئلة استقلال نيز به سازگاري تحويـل  . سازگار است }P}Γ¬, هاي مجموعة گزاره
دهد كـه   يلبرت تعبيري ارائه ميبراي اثبات استقلال يك گزاره از يك دستة ديگر ه. شود مي

  .ها صادق باشند كاذب و ساير گزاره نظر مورد در آن گزارة
  

  )انتقادهاي سيستمي(فرگه  هايانتقاد. 3
بـه ديـدگاه او دربـارة اصـول       هايي جدي اعتراضپس از انتشار كتاب هيلبرت، فرگه 

انتقادهـا ابتـدا از   اين . موضوع و رويكردش به مسائل سازگاري و استقلال مطرح كرد
ادامـه داشـت    1900و سپتامبر  1899هايي كه در فاصلة ميان دسامبر  نگاري طريق نامه

   »در بـاب مبـاني هندسـه   «چنـين در دو مقالـه كـه بـا عنـوان مشـترك        بيان شد و هـم 
)‘the Foundations of Geometry’ (گيري شـد  انتشار يافت پي 1906و  1903هاي  در سال .

هـاي او   ديگر به نامـه  1900گاه انتقادهاي فرگه را وارد ندانست و پس از  چهيلبرت خود هي
 جملـه  از. اما برخي از هواداران هيلبرت كوشيدند انتقادات فرگه را پاسخ گويند. پاسخ نداد

نهاد كرد دسـتگاه هيلبـرت    كه به دفاع از هيلبرت برخاست و پيش) A. R. Korslet(كرُزلت 
 تواند تعابير نظر گرفته شود، يعني دستگاهي كه مي  ون محتوا دربه شكل صرفاً صوري و بد

خوان با مقاصد  به ادعاي كرُزلت هم ،اين كار). Korselt, 1903: 402-407(بپذيرد  گوناگوني
بحـث  . گـوي بخـش عمـدة انتقـادات فرگـه خواهـد بـود        هيلبرت و در عين حـال پاسـخ  

اي شـد و   جا وارد مرحلة تازه رياضيات از اينها در  گاه آن هاي تماماً صوري و جاي دستگاه
  .تري را به خود معطوف داشت دانان بيش توجه رياضي
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انتقادهاي سيستماتيك : توان به دو دستة كلي تقسيم كرد  انتقادهاي فرگه به هيلبرت را مي
شناختي كه عليـه   كه به نظام اصل موضوعي هيلبرت وارد بود و دستة ديگر انتقادهاي روش

هاي او براي سـازگاري و اسـتقلال اصـول موضـوع اقامـه شـدند        يلبرت در برهانروش ه
)Frege, 1971: xii.(    تـر ايـن انتقادهـا در قالـب همـين       براي ارائه و ارزيـابي بهتـر و دقيـق

  .پردازم بندي به طرح انتقادهاي فرگه به هيلبرت مي دسته
 

 تعاريف و اصول موضوع 1.3

مربوط به تفاوت تعاريف و  است ادهاي فرگه به هيلبرتموضوع انتق  يك مسئلة اساسي كه
هـاي بـارزي    از نظر فرگه اصـول موضـوع و تعـاريف داراي تفـاوت    . اصول موضوع است

  :توان اشاره كرد ها به اين موارد مي ترين تفاوت مهم ةجمل از. هستند
در حـالي كـه در يـك اصـل     . شـود  يك تعريف، يك واژة جديد معرفي مـي  به واسطة •

 ؛ها مشخص شده است يعني مرجع همة واژه. اي وجود ندارد هيچ واژة ناشناخته موضوع
 دي ـبا موضـوع  اصـل  هـر  يحـال  در كنند، ينم انيب را يا شهياند فيتعار ل،يدل نيهم به •

 باشد؛ شهياند كي كنندة انيب
واسطة يك اصل موضوع   به ،مقابل در. كند حكايت مي يك تعريف از انجام يك قرارداد •

 ؛شود تصديق مييك ادعا 
ها مهم  بودن آن رشيپذ  قابلكنيم، بلكه  در مورد تعاريف صحبت از صدق و كذب نمي •

شـود   نفسه صادق تلقي مي كه يك تعريف مورد پذيرش قرار گرفت في پس از آن. است
 ؛كار رود  تواند به چون يك اصل صادق مي و در استنتاج هم

 كه ليدل نيا به همه از شيپ. ميبشمار اصول از را فيتعار كه ستين درست وجود نيا با
 دارنـد  تفـاوت ) assertoric( يقيتصـد  يهـا  هستند كه با همة گزاره خواه دل ييقراردادها

)ibid: 24.( 

هيچ تعريفي دانش ما « ؛ندا گاه معرفتي نيز تعاريف و اصول موضوع متفاوت از نظر جاي •
 .بار معرفتي دارند در حالي كه اصول موضوع). ibid(» دهد را افزايش نمي

واقع دستگاه هيلبرت   در. شود ها از سوي هيلبرت ناديده انگاشته مي اين تفاوت اما تمام
پـردازد و در   معرفي شده است فقط به بيان اصول موضوع مي» مباني هندسه«كه در  طور آن

اي  هـا، اشـاره   آن  مسـتقل از اصـول موضـوع و پـيش از معرفـي      صـورت   بهآن به تعاريف 
در  شده طرحاصول موضوع هستند كه تعريف مفاهيم  براي هيلبرت، كل مجموعة. شود ينم



 7   ميثم محمداميني

» تعاريف ضـمني هيلبـرت  «اين همان چيزي است كه از آن با نام . دهد دست مي  ها را به آن
)Hilbert’s implicit definitions (هر اصل موضوع يك وجه يا ويژگي از يـك  . شود ياد مي

دهد كه اگـر   اش به فرگه توضيح مي هيلبرت در نامه. كند مشخص مي مثلاً بينيت، را مفهوم،
نقاط  انيمرابطة  »نيب«« :به دنبال تعريف به معناي معمول آن باشيم، دقيقاً بايد چنين بگوييم

  II.1, … ,II.5« )ibid: 11.(3: دارد ييها يژگيو نيخط راست است و چن كي
دست   موضوعي است كه تعاريف را بهفقط كل ساختار دستگاه اصول  از نظر هيلبرت،

  :گويد ميچنين هيلبرت در نامه به فرگه . دهد مي
 دي ـجد موضـوع  اصل هر نيبنابرا و كند يم مشخص را فيتعر از يبخش موضوع اصل هر

 شـد،  تي ـتثب ابهـام  از دور و كامـل  صورت  به مفهوم كه يهنگام...  دهد يم رييتغ را مفهوم
 ).ibid: 13( است يرمنطقيغ و رمجازيغ ديجد موضوع اصول افزودن گريد

، هدف طرح خود را مباني هندسهشود كه چرا هيلبرت در مقدمة  حال بهتر مشخص مي
از نظـر هيلبـرت   . كند معرفي مي ساده و كامل و مستقل ارائة يك مجموعه اصول موضوع

  .سازد ميمعين و مشخص  كامل صورت  بهنهادي او مفاهيم مندرج در آن را  دستگاه پيش
كـردن اصـول     فرگه با نظر هيلبرت در باب تثبيت يك مفهوم و غيرمجاز بـودن اضـافه  

بودنِ   موضوع ديگر پس از آن كاملاً موافق است؛ اما تعاريف هيلبرت را حتي با فرض مجاز
از ديد او تعاريف هيلبرت . يابد ضمني به سياق هيلبرتي نابسنده مي صورت  بهارائة تعاريف 

  :گويد ميوي . و تمام نيستندر هيچ به
 يبيساعت ج ايپرسش پاسخ داد كه آ نيبه ا توان يشما چگونه م فيبا داشتنِ تعار دانم ينم

كـار دارد؛   و سـر  نقطه دوموضوع اول هم از ابتدا با  اصل يحت. ريخ اي ستانقطه  كيمن 
 ـ ديبا ريخ اي ستانقطه  كيمن  يبيبدانم ساعت ج كه نيا يبرا نيبنابرا  ءيش ـ ،آن از شيپ

  ).ibid: 18(عنوان نقطه بشناسم   را به يگريد
گويد اگر بدانم كه مثلاً قلم من  گيرد و مي فرگه اين انتقاد ظاهراً عجيب را باز هم پي مي

توانم بدانم كه آيا با ساعت جيبي من يك خـط راسـت را معـين     ست، هنوز نميايك نقطه 
  !دانم يك خط راست چيست زيرا نمي ؛كنند يا خير مي

 البته انتقادهاي فرگه به نوع تعاريف در دستگاه هيلبرتي به اين معنـي نيسـت كـه همـة    
ها بايد تعريف شوند و در پاسخ به كرُزلت كه برآوردن اين خواسته را ناممكن شـمرده   واژه

تعريـف   زي ـچ همهت توان انتظار داش نمي«: كند كه به دنبال چنين چيزي نيست بود تأكيد مي
چه فرگه به دنبال آن است تعريف مفاهيم اصلي سيستم بر مبناي برخي  آن). ibid: 23(» شود

  .دهم تر توضيح مي در اين مورد بيش 6در بخش . مفاهيم اوليه است
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  اصل موضوع يا شبه اصل موضوع؟ 2.3
ها  و جديد آن هاي اصلي وِاژه اگر بپذيريم كه مجموعة كامل اصول موضوع هيلبرت تعاريف

 صـورت   بـه كند، باز هم فرگه به اين شكل ارائـة تعـاريف    كامل مشخص مي صورت  بهرا 
هـاي   وقتي كه كل مجموعة اصول موضوع در كنـار هـم مرجـع واژه   . ضمني اعتراض دارد

. يي چه وضعي دارندتنها  به كنند هر كدام از اصول موضوع ها را مشخص مي كاررفته در آن به
كامل و صـادق را بيـان    ، يك اصل موضوع يك انديشةشده رفتهيپذت سنتي و مطابق برداش

اي را بيان  توانند انديشه هاي هيلبرت نمي اما اصل موضوع. كند كه صدق آن بديهي است مي
  .ها مشخص نيست در آن كاررفته بههاي  زيرا مرجع همة واژه ؛كنند

) semi-axiom(» موضـوع شـبه اصـل   «از همين رو فرگـه اصـول موضـوع هيلبـرت را     
در دستگاه نمادگـذاري   اصلاًكنند  اي را بيان نمي اين اصول موضوع چون انديشه. خواند مي

  شـبه «گرفتن اين   نظر  نهاد فرگه براي اصلاح اين وضع در پيش. نيستند شينما  قابلاي  فرگه
. هستند ستگاهها قضاياي د مقدمِ جملات شرطي است كه تاليِ آن عنوان  به» ها اصل موضوع

را  )او »هاي اصل موضوع  شبه«يا به قول خودش (هاي اصلي اصول موضوع هيلبرت  او واژه
اصـل    شـبه «هـا   سـازد كـه مقـدم آن    مـي  اي گيرد و جمـلات شـرطي   نظر مي  متغير آزاد در

يك سـور عمـومي روي ايـن جمـلات شـرطي      . قضايا هستند ها شبه و تالي آن »ها موضوع
تـوان   هـاي آن را گـزارة كامـل نمـي     يك از بخش  دهد كه گرچه هيچ ميدست   اي به گزاره

چه بيـان   در اين صورت آن. كند اي مستقل را بيان مي دانست، اما خود كامل است و انديشه
توانـد   هايي است كلي كه قضاياي هندسة اقليدسي يك حالت خاص آن مـي  شود گزاره مي

فرگـه شـهرت يافتـه    ) deductivism(گرايي  اين نظر همان چيزي است كه به استنتاج. باشد
شود اثبـات   نمادگذاري خود او سبب مي به كردن به اين خواست فرگه با توجه  عمل. است
بسياري « اما از نظر فرگه. ترين قضايا نيز صورتي بسيار طولاني و مفصل به خود بگيرد ساده

گـر و غـرور    چـاپ جويي غيرضروري در جـوهر   ها در رياضيات ناشي از صرفه سردرگمي
  ).ibid: 89(» نابجا است

  
  اول و دوم مرتبهمفاهيم  3.3

اول و مرتبـه دوم در دسـتگاه    مرتبـه انتقاد ديگر فرگه متوجه مفاهيم جديد و خلط مفـاهيم  
ديـدگاه خـود   ) H. Liebmann(اي به ليبمـان   فرگه در نامه. شود اصل موضوعي هيلبرت مي

اول و دوم را شـرح   مرتبـه تمايز ميان مفاهيم  طور نيهمو مفهوم و  يءتمايز قاطع ش بارةدر
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ليكن  ،دوم را تعريف كند مرتبههيلبرت در ابتدا قصد داشت مفاهيم ... «به اعتقاد او . دهد مي
اتفـاق   جـا  ني ـاو يكي از اشتباهاتي كـه در  ...  ز نداده استياول تمي مرتبهها را از مفاهيم  آن
). ibid: 5(» ها است ي آندو هربه ) »نقطه«مثلاً (دادن يك واژه   افتد خلط اين دو و نسبت مي

هـاي خـود    اي است كه از برهان اعتراض فرگه به روش هيلبرت و نتيجه منشأ همين مسئله
براي طرح اين انتقاد فرگه ناگزيرم آموزة ). به آن خواهم پرداخت 2.4كه در بخش (گيرد  مي

  .معرفي كنم اختصار بهو بالاتر را اول  مرتبهفرگه در باب اشيا و مفاهيم 
مفصلاً به تشـريح ديـدگاهش   » و مفهوم يءدر باب ش«فرگه در مقالة مشهور خود با نام 

و مفهـوم از نظـر او داراي    شـيء . پردازد هوياتي منطقي مي منزلة  بهو مفهوم  يءدر مورد ش
. هويات اوليه هستندها  اين. كند و مفهوم را تعريف نمي شيءفرگه . تمايزات بنيادين هستند

براي چيزي كه از نظر . نياز به تعريف ندارد) مركب نيست(از نظر منطق بسيط است  چه آن
فقط با بعضي اشارات خواننده را متوجه  كنيم و منطقي بسيط است، يك واژة جديد ابداع مي

كاري از  همدلي و  اي از هم ها نيازمند درجه درك مرجع اين واژه. كنيم مقصود از اين واژه مي
در چنين جايي است كه تعريف صـريح لازم و حتـي ممكـن نيسـت     . سوي خواننده است

)Frege, 1960.(  
داند و  مي) characteristics(اول را مركب از يك يا چند مشخصه  مرتبهفرگه هر مفهوم 

باشد ) properties(هايي  تحت اين مفهوم قرار بگيرد بايد داراي ويژگي كه نيابراي  شيءهر 
هـاي برسـازندة آن    ويژگي اصطلاح بهها  اين ويژگي. ها اشاره دارند كه اين مشخصات به آن

و » عـدد اول « ، مركـب از »تـر از هشـت   عـدد اول بـزرگ  «اول  مرتبهمثلاً مفهوم  .ندا مفهوم
عـدد اول  «هاي  گرفتن تحت آن بايد ويژگي  براي قرار شيءاست و هر » تر از هشت بزرگ«

  .را داشته باشد» تر از هشت بودن رگبز«و » بودن
. درس ميدوم  مرتبهاول، نوبت طرح مفاهيم  مرتبهپس از ايجاد تمايز ميان اشيا و مفاهيم 

» اسـت  شـيء اول و دوم به همان قاطعيـت تمـايز ميـان مفهـوم و      مرتبهتمايز ميان مفهوم «
)Frege, 1971: 5 .( اشـيا تحـت مفـاهيم    : اي وجـود دارد  اول رابطه مرتبهميان اشيا و مفاهيم

اول و دوم وجود  مرتبههمان، ميان مفاهيم  اما نه اين ،اي مشابه رابطه. گيرند اول قرار مي مرتبه
 درونمفاهيم مرتبـه اول  «: گويد مي طور نياها فرگه  دادن تفاوت اين رابطه  براي نشان. دارد

تحليل وجود داشتن از نظر فرگه مفهومي مرتبه دوم  با اين .»گيرند مفاهيم مرتبه دوم قرار مي
دربـارة يـك مفهـوم     درواقـع » ريشة دوم چهار وجود دارد«شود  گفته مي كه  يهنگام. است

 شـيء يك  كم دستكه  باره  نيا در شود، يعني ، سخن گفته مي»ريشة دوم چهار« مرتبه اول،
  .داشتن يك مفهوم مرتبه دوم است  بنابراين وجود. گيرد تحت اين مفهوم مرتبه اول قرار مي



 ...ها در  روش صحيح پرداختن به فراقضيه: نزاع فرگه و هيلبرت   10

وجـود  « بنابراين گـزارة . اي وجود ندارد از نظر فرگه ميان مفاهيم مرتبه دوم و اشيا رابطه
اين ادعـاي فرگـه بـه    ) (Frege, 1960: 50(معناست  نه كاذب، بلكه بي» دارد جوليوس سزار

محكمـي بـراي    امـا ظـاهراً فرگـه دلايـل    . شكل جالبي با نظرية انواع راسـل شـباهت دارد  
  4).چون نظرية راسل داشته است اي هم خودداري از ارائه نظريه

 شـيء يـك  » نقطـه «آشكار است كه مرجع . برگرديم به دستگاه اصل موضوعي هيلبرت
هـر مفهـوم مرتبـه اول بايـد     . مفهـومي مرتبـه اول اسـت   » بودن  نقطه«بنابراين مفهوم . است

اما اگر ما اصول موضوع هيلبرت . اشته باشدهاي برسازندة مرتبه اول د مشخصات و ويژگي
بينيم كه مشخصـاتي كـه او    نظر بگيريم مي  عنوان اجزاي تعريف او مثلاً براي نقطه در  را به
  را به» داشتن  وجود«مثلاً، هيلبرت . اي است از مشخصات مرتبه اول و دوم شمرد آميزه برمي

  ؛شمرد يبرم» بودن  نقطه«هاي  عنوان يكي از ويژگي
 بلكـه  باشـد،  دارا را هـا  آن دي ـبا بـودن  نقطـه  يبرا ءيش كيكه  ستندين ييها يژگيو ها نيا
مرتبه  يمفهوم شود فيتعر ها نيا لةيوس به يمفهوم هر نيبنابرا و. ندا دوم مرتبه يها يژگيو

  ).Frege, 1971: 36(دوم خواهد بود 

همـين  . مفهـومي مرتبـه اول تعريـف شـود     عنوان  به »بودن  نقطه«اما قصد بر آن بود كه 
مسئله منشأ انتقادهاي فرگه بـه روش هيلبـرت بـراي اثبـات سـازگاري و اسـتقلال اصـول        

  .شود موضوع دستگاه خود مي
  

 شناختي انتقادهاي روش. 4

  انتقاد به بازتعبير نظريه 1.4
يعني تعبير زبان و  .اند است كه كاملاً تعبير شده) signs(ها  نظامي از علامت زبان براي فرگه

) sense(چنين برداشتي نتيجة اين آموزه است كه معنا . با معاني يكتاست علائمنحوة ارتباط 
مثلاً . دهد زباني جديد را نتيجه مي ،علائمِ تغيير در نظام. كند را متعين مي) reference(مرجع 

طبق . دهد فرگه ارجاع ميبه شخص » فرگه«مانند  نظر بگيريد كه در آن، علامتي  زباني را در
بـه  » فرگـه «توانيم دربارة اين زبان بگوييم ممكن اسـت در حـالتي    ديدگاه مورد بحث، نمي

زيرا اگر مرجع اين نام شـخص ديگـري باشـد بـا      ؛چيزي غير از شخص فرگه ارجاع دهد
  ).Antonelli and May, 2000: 245(كار داريم  و ي متفاوت سركل به زباني

. يك مرجع مشخص دارند فقطها در آن يك و  نظر بگيريد كه همة واژه  حال زباني را در
پس يك گـزارة مشـخص   . سازد اي را بيان كند يك گزاره مي كه انديشه علائماي از  هر رشته
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بنابراين از نظر فرگه . ارزش صدق آن ثابت است  نتيجه  كند و در يك انديشة ثابت را بيان مي
هـاي   در حـالي كـه برهـان   . دن يك اصل موضوع سخن بگوييمنبو  معني ندارد دربارة صادق

كه پيش از اين اشاره شد هيلبرت  طور همانزيرا  ؛هيلبرت مبتني به امكان بازتعبير زبان هستند
  .كند اثبات مي {A1,…,An,¬P} مدلي براي را با ارائة A1,…,An هاي از گزاره P استقلال گزارة

اصول موضوع صادق هستند و با توجـه بـه    ؛نيستچنين چيزي از نظر فرگه پذيرفتني 
گفتن از تعبير و بازتعبير   سخن. معناي سنتي و متعارف اصل موضوع، ضرورتاً صادق هستند

  :كننده است زبان از نظر فرگه گمراه
 يبـرا  ييجـا  شـود  اني ـب يدرسـت  بـه  يوقت ـ شهياند كي رايز ؛قابل انتقاد است »ريتعب« واژة
 ييهـا  واژه بـا  متفـاوت  ييها ممكن است گزاره ييگو...  گذارد ينم يمختلف باق يرهايتعب
 كـه  يا قاعده نيتر مهم يعني ،از ابهام است زيبرخلاف قاعدة پره نيا! ميداشته باش سان كي

 ).Frege, 1971: 79( كند اعمال يگفتار و ينوشتار زبان بر ديبا منطق

نظـر    در) شـده  در مقابـل كـاملاً تعبيـر   ( »شـده  جزئاً تعبير«اما هيلبرت اصول موضوع را 
هـاي   هـاي منطقـي معمـولي معـاني ثابـت دارنـد، امـا واژه        به اين معني كه واژه. گرفت مي

او . چنين برداشتي از ديد فرگـه نادرسـت اسـت   . غيرمنطقي معناي مشخص و ثابتي ندارند
  !خواند اصل موضوع كاذب را چيزي در رديف دايرة مربع مي طعنه به

تـري دارد و   اين انتقاد ابعاد گسترده. معنا نيست بي علائماي از  زبان مجموعه رگه،براي ف
در بيان يكي از دلايـل  فرگه  .به مخالفت فرگه با ديدگاه فرماليستي در رياضيات ارتباط دارد

به كاربردپـذيري  ) Grundgestze( اصول حساب در 91مخالفت خود با فرماليسم در بخش 
  :گويد كند و مي ميرياضيات اشاره 

نخواهـد   زي ـعنـوان محتـوا، امكـان كـاربرد ن      به يا شهياند چيدستگاه حساب بدون ه كي
 اني ـرا ب يا شـه يعلـت كـه اند   ني ـچرا معادلات حساب كاربرد دارند؟ فقط به ا... داشت 

 ).Antonelli and May, 2000: 246به نقل از ( كنند يم

از نگـاه او، محتـوا بـراي كاربردپـذيري     . واقع محدود به حسـاب نيسـت    نظر فرگه در
كلـي، و تعبيـر آن يكـي از نقـاط      طـور   بهاين تفاوت ديدگاه در مورد زبان . ضروري است

  .اساسي افتراق ميان فرگه و هيلبرت است
  
  بودن نتايج هيلبرت  نامعتبر 2.4
هـاي   بيان شد، از نظر فرگه اگر شكل ارائة تعاريف بـراي واژه  3.3كه در بخش  گونه همان
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جديد در دستگاه هيلبرت پذيرفتني باشد مفاهيم و دسـتگاه هيلبـرت مرتبـه دوم خواهنـد     
واقع دستگاه هيلبرت يك دستگاه مرتبه دوم است كه هندسة اقليدسي يك حالـت    در. بود

  .خاص آن است
بودن مفاهيمي   كند مستقل هان هيلبرت براي استقلال واقعاً ثابت ميچه بر از نظر فرگه آن

اين . شوند هاي او ساخته مي مرتبه دوم است كه از روي مفاهيم مندرج در شبه اصل موضوع
چگونـه ممكـن اسـت    «: توان چنين بيـان كـرد   انتقاد را در يك جملة كوتاه از قول فرگه مي

 ).ibid: 248به نقل از (» وجود داشته باشد؟هاي متفاوت  برهاني واحد براي انديشه
فقـط   خواند چه او يك تعبير از آن مي دستگاه هيلبرت يك دستگاه مرتبه دوم است و آن

كند ايـن   چيزي كه هيلبرت اثبات مي. تر است يك نمونه يا مصداق جزئي از يك قضية كلي
است، تناقضي وجود  آمده  دست  بهها كه از روي شماي كلي  است كه در يكي از اين نمونه

زيـرا اگـر    ؛توان نتيجه گرفت كه در شماي كلي نيز تناقضي وجود ندارد جا مي از اين. ندارد
اما سازگاري در شـماي مرتبـه دوم   . داشت ها نيز وجود مي تناقضي بود در هر يك از نمونه

هيلبـرت  اين چيزي اسـت كـه   . ها نيز سازگار باشند نظريه دليل آن نيست كه هر يك نمونه
  .كند و از نظر فرگه بر حق نيست ادعا مي

اين انتقاد فرگه مبتني است بر ديدگاه خاص او نسبت به مسائل سـازگاري و اسـتقلال   
هـاي   بودن منطـق و اسـتدلال    چون نتيجة منطقي و صوري تر مسائلي هم و در نگاهي كلي

 ـ  پيش حل راهپردازم و  در ادامه به اين مطلب مي. آن راي مسـئلة اسـتقلال را   نهادي فرگـه ب
  .دهم شرح مي

 
  سازگاري و استقلال از ديدگاه فرگه. 5

به پرسش از مفهوم استنتاج منطقـي   مند علاقه هاي منطقي خود كلي در بررسي طور  بهفرگه 
)logical entailment (است،  قابل استنتاجاي گزارة ديگر  چه موقع يك گزاره از دسته. است

نيـز   ناپـذيري  اسـتنتاج  ها است؟ فرگـه بـه مسـئلة    چه وقت نتيجة منطقي آن گريد  انيب  بهيا 
مثال اصول حساب را نتيجة منطقيِ اصول منطق  رايب. تر كم مراتب بهپردازد اما با اهميتي  مي
ها نتيجة صـدق اصـول    داند اما در مورد اصول موضوع هندسه مدعي است كه صدق آن مي

  .يشه در شهود ما از فضا دارندها ر آن. منطق يا اصول حساب نيست
اي  نظام استنتاج فرگه با وجود همة پيچيدگي و غناي آن، توانايي لازم براي اثبات گزاره

و بنـابراين او اثبـاتي   » نيسـت  Ω نتيجة منطقي مجموعه گزارة P گزارة« :همانند اين را ندارد
بر آن  واقع بهيست، فرگه چنين چيزي اتفاقي ن. براي قضاياي استقلال يا سازگاري ارائه نكرد
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ها  او در برخي نوشته. نيستند اثبات  قابلسيستماتيك  صورت  بهبود كه استقلال و سازگاري 
هاي ديگر مدعي است كـه   كند و در بعضي نوشته الاصول قلمداد مي اين عدم امكان را علي

  ).Blanchette, 2007 b(هنوز، وجود ندارد  كم دست هيچ روش موفقي براي اين كار،
، فرگه ديـدگاه كـاملاً روشـني    درگرفت لبرتيهنزاع ميان فرگه و  كه  يهنگام 1899در 

نسبت به مفاهيم نتيجة منطقي، سازگاري و اسـتقلال داشـت، همـان ديـدگاهي كـه مبنـاي       
چنـين دريـافتي از ايـن مفـاهيم در تضـاد بـا فرضـيات و        . بود مباني حسابكارهاي او در 

در . شـود  هاي هيلبرت براي مسائل سازگاري و استقلال انجام مي اعمالي است كه در برهان
. هاي منطقي كاملاً صوري و مستقل از محتوا و معنا نبوده اسـت  ذهن فرگه منطق و استدلال

هاي سازگاري و اسـتقلال هيلبـرت    به اثبات در نزاع ميان فرگه و هيلبرت، انتقادي كه فرگه
هاي  گرفتن محتواي واژه  داند اكتفاي صرف به ساختار و صورت جملات و ناديده وارد مي

 .اصلي آن است
مسئلة سازگاري پاسخ به اين پرسش است كه آيا يك دسته از جملات منطقـاً مسـتلزم   

چـه  . آيـد  لزام منطقي به ميـان مـي  تر است است كه پاي مسئلة اساسيج نيا. ند يا خيرا تناقض
  .دهند اي را منطقاً نتيجه مي اي از مقدمات گزاره وقت مجموعه

 يشناس يمعن از نحو كامل استقلال و بودن يصور را ديجد منطق يژگيو كه است معمول
 يمعن از مستقل و يصور سره كيآن را  د،يمنطق جد ادگذاريعنوان بن  به فرگه اما. دانند يم
  ).Frege, 1971: 109( »ستين يصور كاملاً يعلم چيه« فرگه، نظر از. داند ينم

اخـتلاف  . مسئلة استقلال و سازگاري هر دو مسائلي دربارة رابطة استلزام منطقي هستند
ها از مفهوم نتيجة منطقي و  هيلبرت و فرگه بر سر اين مسائل ريشه در اختلاف برداشت آن

لزام، سازگاري، استقلال و ساير روابط منطقـي، روابطـي   براي فرگه، است. رابطة استلزام دارد
هـا   كنندة اين انديشـه  اي را با توجه به جملات بيان وجود چنين رابطه. ها هستند ميان انديشه

ميـان  . توان قضاوت كرد اما در باب عدم وجود، از روي جملات نمي. گرفت  توان نتيجه مي
به همين دليل فرگـه  . طرفه است يك  لات رابطهپذيري جم ها و اثبات استلزام منطقي انديشه

نتايجي كه هيلبرت دربارة سازگاري و اسـتقلال اصـول موضـوع خـود گرفتـه بـود معتبـر        
  .بحث شد باره  نيا در 2.4دانست، كه در بخش  نمي

را در   اين مجموعه گزاره. تواند مفيد باشد يك مثال براي روشن شدن اين اختلاف مي
كه در منطق مرتبه اول بـه  } »زيد ديشب كابوس ديد«، »ديشب نخوابيدزيد «{: نظر بگيريد

اين مجموعه از ديد هيلبرت سازگار امـا از   .{Sx, Nx¬} :شوند اين صورت نمايش داده مي
دهد چرا فرگه معتقد بود بايد پـيش از شـروع    اين مثال نشان مي. نظر فرگه ناسازگار است
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آشـكار  . ها مورد تحليل مفهومي قرار گيرنـد  در آن كاررفته بههاي  جملات و واژه ،استدلال
از سـازگاري نحـوي صـرف     تـر  است كه اين برداشت از مفهوم سازگاري سفت و سخت

چـه در نظـر    رد سازگاري نحـوي اسـت و آن  ك هيلبرت از سازگاري مراد مي چه آن. است
اعتـراض   ي درنـوع  بـه در اين صورت فرگـه  . ي ناميدا توان سازگاري انديشه فرگه بود مي

 ولـي . ي را اثبات نكـرده بـود  ا زيرا هيلبرت سازگاري انديشه ؛خود به هيلبرت بر حق بود
اختلاف در برداشت از مفهـوم سـازگاري    اما اين. ظاهراً هيلبرت نيز چنين ادعايي نداشت

فرگه بر اين گمان بـود كـه درك و   . ها و ترمينولوژي نبود يك عدم توافق بر سر واژه فقط
فلسـفي اهميـت    گـاه  نظـر ها از  از مفهوم سازگاري يعني سازگاري ميان انديشهبرداشت او 

رفت آيندة منطق و رياضيات نشان داد كه فرگه در اين بـاب   تري دارد، اما مسير پيش بيش
  .چندان بر حق نبوده است

تـر اسـت از رابطـة     هـا قـوي   اي از انديشـه  بودن يك انديشـه از دسـته    پذير رابطة اثبات
 چراكـه  ؛تـر اسـت   اي كلـي  پذيري رابطه ت اثبا. اي جملات پذيري يك جمله از دسته استنتاج

 sيـك انديشـه و    pدر نظـر بگيريـد   . توانند يك انديشه را بيـان كننـد   مي متفاوتيجملات 
اي از  مجموعه Bها و  اي از انديشه مجموعه Aچنين  كنندة آن انديشه باشد و هم اي بيان جمله

تـوان نتيجـه    قابل استنتاج باشـد مـي   Bاز  sحال اگر . ها باشد نندة اين انديشهك جملات بيان
توان نتيجـه   قابل استنتاج نباشد نمي Bاز  sاما اگر . است اثبات  قابل Aبا فرض  pگرفت كه 
و  rاي ماننـد   زيرا كاملاً محتمل است جمله ؛پذير نيست اثبات Aهم با توجه به  pگرفت كه 

 Aو  pهـاي   كننـدة انديشـه   ترتيب بيـان  وجود داشته باشند كه به Cن مجموعه جملاتي چو
  .قابل استنتاج باشد Cاز  rباشند و 

پذير اسـت بـه ايـن     تصميم بودن نيمه  پذير در دستگاه صوري فرگه، پرسش دربارة اثبات
  راهي بـراي نشـان   اما ،دادن آن وجود دارد  معني كه اگر پاسخ مثبت باشد راهي براي نشان

پـس نتيجـه   . بودن يك انديشه از يك دسته انديشـة ديگـر وجـود نـدارد      ناپذير دادن اثبات
  .نيست) اي فرگه(اي  شود كه سازگاري نحوي شرط كافي براي سازگاري انديشه مي

  
  اهميت تحليل مفهومي و تعاريف. 6
 يا شـه ياند زا است زيمتما كاملاًعلائم  اياز اصوات  يا مثابة مجموعه  فرگه، جمله به ديد از
اسـتقلال جمـلات سـخن     اي ـ يسـازگار  از يوقت ـ كـه  اسـت  روشن. شود يم انيب آن با كه
 مييگو يسخن م كنند يم انيجملات ب نيكه ا ييها شهيو استقلال اند ياز سازگار م،ييگو يم

  .علائم اياز صداها  يا و نه مجموعه
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را  شـه ياند كي ـ كنـد،  يم ـ اني ـرا ب كتاي شةياند كيهر جمله  كه يدر حال فرگه، نظر در
و روابـط مركـب    ميمفـاه  ةي ـتجز شيكه نمـا  يكرد، جملات انيب زيمتما يجملات با توان يم

 هي ـتجز نـد يفرا ني ـخاص در ا يا هاست اما هر كدام تا مرحله برسازندة آن يبه اجزا يمنطق
مسئله بود كـه اصـول موضـوع     نيا دادن فرگه نشان ييگرا هدف پروژة منطق. اند رفته  شيپ

 كنند يم انيرا ب شهيكرد كه همان اند ليتبد يبه جملات يمفهوم ليبا تحل توان يرا م حساب
  .نداز اصول منطق قابل استنتاج هست حال  نيو در ع

مقابل  دهد و در روي در مراحل اين تحليل مفهومي پيچيدگي نحوي را افزايش مي پيش
اتخاذ چنين ديدگاهي از سوي فرگه اين گمان را . كاهد از پيچيدگي مفهومي يا محتوايي مي

مراتبي ميان مفـاهيم اسـت كـه در آن     ي نظام سلسلهنوع  بهكند كه او ظاهراً قائل  تقويت مي
اين ديـدگاه  . آورند وجود مي  تر را به هاي پيچيده تر با يك ساختار منطقي مفهوم مفاهيم ساده

  .ه جملات داردكه فرگه نسبت ب است يكرديرودرست مانند 
بنـابراين فرگـه بايـد    . بايد در يك مرحله متوقـف شـود   ناچار بهاما فرايند تحليل مفهومي 

 دهد يم نشان يروشن به حساب يمباناو در . برخي مفاهيم را مفاهيم اوليه يا مفاهيم اتمي بداند
  .هستند يگاه يجا نيچن يدارا يهمان نيو ا ضينق چون هم يمنطق روابط و ميمفاه كه

مدعي است كه فرگه معتقد به وجود يـك مرحلـة   ) Blanchette, 2007 a( بلانشت البته
كنـد   براي اين ادعا به وجود جملاتي استناد مـي . نهايي در تحليل مفهومي گزاره نبوده است

ديگـر مـرتبط    بـا تحليـل مفهـومي بـه يـك      وجـه   چيه  بهكنند اما  كه يك انديشه را بيان مي
نشان  R(a,b) و f(a)=f(b) هاي به صورت متفاوتمثلاً يك انديشه كه با دو جملة . شوند نمي

  .شود داده مي
نگاشته اسـت، پـس از طـرح انتقادهـاي     » مباني هندسه«اما فرگه در مقالة اولي كه با نام 

  :گويد خود در باب خلط تعاريف و اصول موضوع مي
...  ميمشخص كن هستند يناشدن فيرا كه تعر هيپا يعناصر منطق ديما با: است نيمن چن دةيعق

توافق در باب  افتند،يها دست  آن يها و مدلول هيدربارة عناصر پا يمحققان به درك كه  يهنگام
  ).Frege, 1971: 57( شود يم حاصل فيتعر قيطر از يسادگ چه منطقاً مركب است به آن

و در  ندك مياي منطق را تركيب  اي است كه عناصر پايه تعريف مجاز از نگاه فرگه گزاره
شناختن اين عناصر پايه براي بررسي مسئلة اسـتلزام و حـد تحليـل    . دهد يك واژه قرار مي

عـدم اسـتلزام هنگـامي     ةمسئلة سازگاري و استقلال يا همان مسـئل . مفهومي ضرورت دارد
 گرفتـه  قراراي مورد تحليل  تواند پاسخ قطعي يابد كه گزاره تا حد رسيدن به عناصر پايه مي
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پيشنهادي  حل راهنزديك با شناسايي اشيا و مفاهيم منطقي دارد كه  ياين مسئله ارتباط. باشد
  .پردازم مي حل اهردر بخش پاياني به بيان اين . خود فرگه براي اين مسائل نيازمند آن است

  
  گيري نتيجه. 7

دهد كه ديدگاه فرگه نسبت به منطق و فرانظريه تـا چـه    نزاع ميان فرگه و هيلبرت نشان مي
حد متفاوت از ديدگاه امروزي اسـت و درك او از مفـاهيم اساسـي چـون نتيجـة منطقـي،       

  .متفاوت از رويكرد مدرن است اندازهسازگاري و استقلال تا چه 
گـرفتن    نظر  چون عدم امكان بازتعبير زبان و در هايي هم است كه ديدگاه نظر غالب اين

امـا بـا   . اي بازبمانـد  هـاي فرانظريـه   شود فرگه از ورود به بحث محتوا براي منطق سبب مي
كه  هرچند شود كه اين حكم چندان معتبر نيست، فرگه مشخص مي هاينظرتر  بررسي دقيق

چون نظرية مـدل امـروزي    تواند هم كه فرگه نميدرست است . خالي از حقيقت هم نيست
چـون سـازگاري و اسـتقلال بـراي      اي شود، ليكن برخي قضايا هم هاي فرانظريه وارد بحث

نگاشت، طرحي از » مباني هندسه«فرگه خود در مقالة دومي كه با نام . است طرح  قابلفرگه 
. اي براي برهان هيلبرت بود واقع اصلاحيه  يك برهان براي قضية سازگاري ارائه كرد كه در

  .د فرگه در پرداختن به اين موارد بسيار محتاط و مردد بودكراما بايد اذعان 
رويكرد فرگه به فرانظريه اساساً متفاوت از آن چيزي است كه نزد هيلبرت يـا تارسـكي   

ناشـناختي  اين تفاوت ديدگاه از تفاوت رويكرد فرگـه نسـبت بـه مسـائل مع    . توان يافت مي
اي متفـاوت از ديـدگاه    ديدگاه فرگه نسـبت بـه مسـائل فرانظريـه     جهينت در. گيرد ميت ئنش

مسـائل   بـراي فرگـه دامنـه و كـاربرد ديگـري     . مـدل اسـت   ةنظريشدة امروزي در  پذيرفته
  .اي متصور بود فرانظريه

يانـه  گرا گرايانـه و بـرون   هاي منطقي از دو نوع ديدگاه درون معمول است كه در بررسي
هـا از   صـرفاً بررسـي نحـوة اسـتنتاج گـزاره      گرايانـه  ديدگاه درون. برند دربارة منطق نام مي

كنـد كـه    گرايانه اين امكان را فراهم مـي  رويكرد برون كه  يحال در. نظر دارد  ديگر را در يك
  .نظر گرفته شود  موضوع يك بررسي صوري در منزلة  بهيك نظام منطقي خود 

گرايانـه، بلكـه دو    او مخالف آن است نه اسـاس ديـدگاه بـرون    چه آندر مورد فرگه 
گرايانـه در منطـق    رويكرد برون. آموزة اساسي از يك قرائت خاص از اين ديدگاه است

آيا يـك زبـان   . كند ي اتخاذ نميموضع زباننسبت به عدم يا وجود تمايز ميان فرازبان و 
 نسـبت  ييگرا برون شود؟ گرفته كاربه  زبان آن خود مورد در گفتن تواند براي سخن مي
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يعنـي  . سـت ي اخنث ييگرا برون موضع زين كيسمانت مورد در. اعتناست يب پرسش نيا به
اما نظرية مدل كه . شود كردن زبان موضعي اتخاذ نمي  در مورد ضرورت توانايي بازتعبير

زبـان  . 1: دارد برزمان دو انديشة اساسي را در است هم شده بنابر پاية كارهاي تارسكي 
گـزين   فرانظريه نظرية مدل است، يعني نظرية تعابير جـاي . 2 ؛و فرازبان از هم متمايزند

)alternative interpretations .(نظر   تر از ديدگاه تارسكي در توان كلي اما فرانظريه را مي
  ).Antonelli and May, 2000: 252(گرفت 

از نظـر او  . قدرت بياني كامل برخوردار استبه عقيدة فرگه زبان نسبت به جهان از 
هاي منطقي  صدق ،شش اصل موضوع منطق و قواعد استدلال. چيز ناگفتني وجود ندارد

توانند در برخي  شوند مي منطقي اثبات نمي صورت  بههايي كه در زبان  گزاره. دهند را مي
ل منطقـي  به اين شكل اصول موضـوع ديگـري بـه اصـو    . كاربردهاي منطق اثبات شوند

. شـوند  شوند كه اين اصول جديد بـا توجـه بـه حـوزة پـژوهش توجيـه مـي        افزوده مي
اين اصول بر اساس شهود هندسي . ترين مثال فرگه اصول موضوع هندسه است معروف

  .شوند ما توجيه مي
از ديدگاه فرگه منطق داراي عموميتي اسـت كـه در مـورد هـر چيـز در جهـان سـخن        

از ايـن منظـر   . تظار داريم بتواند در مورد خود منطق نيز سخن بگويدپس طبيعتاً ان. گويد مي
بتـوانيم در مـورد خـود منطـق      كه نيااما . اي ممنوعيتي براي فرگه ندارد هاي فرانظريه بحث

هـايي بـه ايـن شـكل بايـد اصـل        گزاره. اي كافي نيست سخن بگوييم براي بحث فرانظريه
يد كاربردي از منطق داشته باشيم كه حوزة نظر آن براي اين منظور با. موضوع يا قضيه باشند

گرفتن عموميت كاربردپذيري منطق چنين كاربردي مجاز است؛   نظر  با در. خود منطق است
  .يعني كاربرد منطق براي بررسي خود آن

اي شويم، يا بايد انكار كنيم  اي در نظام فرگه هاي فرانظريه اگر بخواهيم منكر امكان بحث
هاي كاربرد منطق را  عموميت حوزه كه نيابندي دارد يا  در زبان قابليت صورت كه هر گزاره

البته نظر فرگه دربـارة  ). Tappenden, 2000(پذيرد  از اين دو را نمي كي  چيهفرگه . رد كنيم
  .داند نظامي كاملاً تعبيرشده، مسلماً فرانظريه به روش تارسكي را مجاز نمي عنوان  بهزبان 

ها از نگاه فرگه خوب است طـرح برهـان او را    شدن دامنة مجاز اين بحث  براي روشن
در مقالة دومي كه فرگه با نام . استقلال اصول موضوع مختصراً مرور كنيم براي اثبات مسئلة

دهد كه چگونه ممكن است سازگاري يك دسته گـزاره را   نوشت، شرح مي» مباني هندسه«
رض كنيد يك تبديل داريم كه هر واژه در زبان را به ف ).Frege, 1971: 103-112(اثبات كرد 

يعنـي  . كند ها را حفظ مي گاه منطقي واژه اين تبديل جاي. برد واژة ديگري در همان زبان مي
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ها نيز اشيا هستند تبـديل   مرجع آن ي كهها اشيا هستند به كلمات ديگر كلماتي كه مرجع آن
اول يا بالاتر دلالـت دارنـد طـوري تبـديل       ةمرتبكلماتي كه به مفاهيم  طور نيهم. شوند مي
اشـيا و مفـاهيمي كـه    . شرط ديگري نيز وجود دارد. بندي حفظ شود شوند كه اين دسته مي

نخورده بـاقي   ، در اين تبديل دست... و» نقيض«، »يا«، »و«متعلق به خود منطق هستند، مانند 
داراي ايـن ويژگـي    نظـر  وردم ـاين شرايط برآورده شـوند، تبـديل    كه  يصورت در. مانند مي

اي باشد تحت آن به گـزارة ديگـر كـه آن نيـز      كنندة انديشه خواهد بود كه هر گزاره كه بيان
  :گويد حال فرگه مي. شود اي است تبديل مي كنندة انديشه بيان

توانيم به اين  مي. ست يا خيرا Ω وابسته به يك گروه انديشة G بگذاريد ببينيم آيا انديشة
متناظر با گروهي انديشـة   Ωهاي گروه  پرسش پاسخ منفي بدهيم اگر طبق تبديل ما، انديشه

وابسته به  Gزيرا اگر  ؛است 'G متناظر انديشة كاذب G انديشة كه  يحال درباشند،  'Ω صادق
Ω  ،هاي كه انديشه جا آن ازبود Ω' ،صادق هستند G' نيز وابسته به Ω' نتيجه  و در G'   صـادق
  .)ibid: 110(بود  مي

كند كه از نظر فرگه امكان بازتعبير به  ي از سوي فرگه اين نظر را تقويت ميحل راهچنين 
هـاي   شـامل واژه  فقـط ي كـه  نـوع   بهها وجود دارد  واژه ،به بيان فرگه تبديل ،شكل ضعيف

تـوان بـه ايـن     بـاب را مـي   تفاوت ديدگاه فرگه و ديدگاه امروزي در ايـن  .غيرمنطقي باشد
  :صورت توضيح داد

 هـا  آن: دارنـد  محتـوا  منطـق  نيقوان. زيچ همه يعنياست،  يزيفرگه، منطق در مورد چ يبرا
...  هسـتند ) logical furniture of universe( جهان يمنطق ساختار دربارة ها صدق نيتر يكل
هـا كـاملاً    را در خود دارد كـه آن  يمنطق يها مفهوم از صدق نينسبت به منطق ا ما دگاهيد
جهان هستند، بلكه  يها دربارة ساختار منطق صدق نيتر يكه كل يمعن نيهستند، نه به ا يكل
طـور    بـه  اتي ـاز هو يا رده اي ـ تيهو چيندارند، از ه يخصوص كه موضوع به ثيح نياز ا

  .)Goldfarb, 1979: 252-253... ( نديگو يخاص سخن نم

براي فرگه گذشته . مسئلة اشيا و مفاهيم منطقي: باقي است نشده حل اما هنوز يك مسئلة
شمار   منطقي به يها، چيزهايي مانند اعداد نيز جزء اشيا از ادات منطقي و سورها و مانند اين

اي بـراي فرگـه    هاي فرانظريه پيش از شناسايي اين اشيا و مفاهيم راه ورود به بحث. آيند مي
ــت ــته اس ــئله. بس ــن مس ــان      در اي ــا هم ــي ي ــة منطق ــايي عناصــر پاي ــان شناس ــع هم واق

گرفتن   فرگه خود صراحتاً از پي. هاست كه در بخش پيش از آن سخن گفتم ناشدني تعريف
است  انيمنطقبرخي  توجه مورداي است كه هنوز  اين راه خودداري كرده است و اين مسئله

  .دانند مناسب براي آن را ناممكن مي حل راه برخي نيز ارائة هرچند
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  ها  نوشت پي
  .تأكيدها از هيلبرت است .1
 يجبـر  اعداد مجموعة. استاي جبري با ضرايب صحيح  جمله هر عددي جبري ريشة يك چند. 2

  .اند يقيحق اعداد از شمارا يا مجموعه
كلـوگ، كـه منبـع    . هنر و ترجمة آيكه) 1971( بنيادهاي هندسه و نظريات صوري حسابكتاب . 3

هاي منطقـي و   از مقالات و نوشته است اي اصلي براي نگارش اين مقاله نيز بوده است، مجموعه
هاي رد و بدل شده ميان فرگه و هيلبرت نيز در همين كتـاب آمـده    نامه. رياضياتي گوتلوب فرگه

در برابر نقل قـول از   Frege, 1971رجاع به اين توضيح را از آن جهت افزودم كه خواننده ا. است
  .هيلبرت را اشتباه نپندارد

مراتبـي بـراي    انديشة اصلي در پـس نظريـة انـواع راسـل نيـز معرفـي نظـامي سلسـله         ،واقع در. 4
 پـارادوكس دام  درشـدن    نظرية انواع، براي پرهيـز از گرفتـار  . رياضي است يشناسي اشيا هستي

 ـهو هر كه كند يم ادعاراسل،   ـ بـه  متعلـق  ياض ـير تي  ـ طبقـه  كي  انـواع  اني ـم و اسـت  نـوع  اي
متعلق  يايمتعلق به هر نوع منحصراً با استفاده از اش ياياش آن مطابق كه دارد وجود يمراتب سلسله

  .شوند يساخته م يبه نوع قبل
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