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  چكيده
يات و همچنين در مطالعـه  ترين منطق در كاربردهاي رياض منطق مرتبه اول كلاسيك رايج

باشد. از دير باز تنها ارتباط بين منطق و توپولوژي رياضي محـدود بـه    بنيادهاي منطقي مي
مفهوم فضاهاي تايپ بوده و پيوندهاي ديگري بين اين دو حوزه متصور نبوده است. اخيرا 

اسـت كـه     پيوندهاي اساسي بين اين دو شاخه (يعنـي منطـق و توپولـوژي) ايجـاد شـده     
انـد. در   كاربردهاي زيادي در هر دو حوزه منطق و همچنين در توپولوژي را  موجب شده

اين مقاله به مطالعه برخي از مهمترين پيوندهاي ايـن دو شـاخه از رياضـيات و همچنـين     
هـا   كاربردهاي آنها خواهيم پرداخت. يكي از مفاهيم كليدي در منطق رياضي و نظريه مدل

دهيم كه ايـن   ه بياني كاملا تركيبياتي دارد. در اين مقاله نشان ميباشد ك مفهوم پايداري مي
باشد و با استفاده  مفهوم معادل يك مفهوم توپولوژيك براي مجموعه مشخصي از توابع مي

كنيم. همچنين ارتباط بين مفهوم  اي بنيادين در نظريه پايداري شلاح را ثابت مي از آن قضيه
كنـيم و اثبـاتي    اي از توابـع را بيـان مـي    از مجموعـه وابستگي و يك خاصيت توپولوژيك 

ها را ارائه خواهيم داد. برخي از نتايج  توپولوژيك از برخي از دستاوردهاي مهم نظريه مدل
ارائه شده در اين مقاله در هر دو حوزه منطق و توپولوژي كاملا جديد هسـتند و احتمـال   

  باشد.  يكاربردهاي بيشتر از آنها در مطالعات آتي متصور م
پـذيري؛ پايـداري؛ خاصـيت وابسـتگي؛      منطق مرتبه اول كلاسـيك؛ تعريـف   ها: كليدواژه
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  مقدمه. 1
آغاز منطق تمايز بين صورت و معنا است. منطق مرتبه اول كلاسيك به خوبي اين تمـايز را  

نطق ي رياضيات و مباني م تبيين كرده است و نتايج مهم و شگفت انگيزي را به هر دو حوزه
هاي فراهم شده از ايـن تمـايز، مطالعـه صـوري قضـايا و       تقديم كرده است. يكي از امكان

باشـد. در ايـن مقالـه     هـا مـي   ها و بدست آوردن نتايجي در معناشناسي و نظريه مدل فرمول
را  "توپولـوژي "ي ديگري از رياضيات موسوم بـه   ارتباط ذاتي بين صورت و معنا با حوزه

ها، به نام  هاي خاصي از فرمول ها ارتباط ذاتي مجموعه پيدايش نظريه مدل كنيم. از مطالعه مي
سـتون، در توپولـوژي عمـومي    ها، بـا مفهـوم ديگـري، بـه نـام فضـاي توپولوژيـك ا        تايپ

هاي منطق مرتبه اول در قالب  است. در واقع، خواص نظريه مدلي از تئوري شده بوده شناخته
بـراي چنـدين دهـه تنهـا ارتبـاط       باشـند.  و مطالعه مـي اين فضاهاي توپولوژيك قابل ارائه 

توپولـوژي اسـتون از فضـاي     شده بـين منطـق رياضـي بـا توپولـوژي، منحصـر بـه        كشف
هـا و مفـاهيم    تـري بـين منطـق رياضـي و نظريـه مـدل       بود. اخيرا پيوندهاي عميق  ها تايپ

ضي، نتـايج  هاي ديگري از منطق ريا اند كه ضمن آشكار كردن جنبه توپولوژيك كشف شده
هـاي   هـا و هـم بـه ديگـر حـوزه      انگيزي را هم به خود منطق و نظريـه مـدل   مهم و شگفت

ديـدترين و مهمتـرين قضـايا و    انـد. در ايـن مقالـه بـه برخـي از ج      رياضيات تقديم كـرده 
آمده در اين موضوع خواهيم پرداخت و پيوندهاي اساسي بين اين دو حوزه از  بدست  نتايج

و توپولوژي) كه تصور رايج بر اين بوده است كه ارتباط چنداني بين رياضيات (يعني منطق 
آنها وجود ندارد را ارائه خواهيم داد. در ابتدا از منظر كلاسيك، مروري كوتاه بر مفاهيم اوليه 

از   اي مدرن ها يا فضاي توپولوژي استون خواهيم داشت و سپس ارائه از جمله فضاي تايپ
هـا و توپولـوژي    ن نظريـه مـدل  ه براي درك بهتـر ارتبـاط بـي   اين مفاهيم خواهيم داشت ك

است. نتايج و مشاهدات اصلي اين مقاله از آنجايي آغاز خواهند شـد كـه مفـاهيم      ضروري
ها، از جملـه خاصـيت ترتيـب و خاصـيت وابسـتگي، بـا مفـاهيم         تركيبياتي در نظريه مدل

واقع، نشـان خـواهيم داد    شوند. در توپولوژيك روي فضاهاي خاصي از توابع جايگزين مي
هــاي  كـه بســياري از مفـاهيم تركيبيــاتي مــورد اسـتفاده در نظريــه پايــداري شـلاح، جنبــه    

هـا و همچنـين نتـايج     ظريـه مـدل  اي دارند كه منجر بـه درك بهتـر ن   توپولوژيكي ناشناخته
هـا،   شوند. يكي از مهمترين مفاهيم در نظريه مـدل  هاي مختلف مي انگيزي در حوزه شگفت

ها است. نشان خواهيم داد كه ايـن مفهـوم معـادل يـك مفهـوم       پذيري تايپ وم تعريفمفه
باشد. همچنين يك مفهوم ديگر از  توپولوژيك، يعني پيوستگي مجموعه خاصي از توابع، مي
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پذيري ارائه خواهيم داد و بيان خواهيم كرد كه اين مفهوم نيز معادل يك مفهوم ديگر  تعريف
يت نتايجي از اين مطالعه را بيان خواهيم كرد كه تعميمي از نتـايج  توپولوژيك است. در نها

شد ها منجر به حل مسائل مهمي خواهندباشند و بيان خواهيم كرد كه اين پيوند كلاسيك مي
كه در اين مقاله و همچنين در كارهاي آتي مورد مطالعه قرار خواهند گرفت. مطالب مقاله به 

ان مسـائل و  دهيم. بي ـ ارائه مي 2نيازها را در فصل  ه و پيششرح زير است. ابتدا مفاهيم اولي
شد. ارائه خواهند 5و  4و 3ج در فصول شود و نتاي آغاز مي 3از فصل  نتايج اصلي اين مقاله

 4كنيم. در فصـل   مفهوم پايداري و ارتباط آن با مفاهيم توپولوژيك را مطالعه مي 3در فصل 
دهـيم،   ي و همچنين نتايج آن را مورد بررسي قرار ميمفهوم وابستگي و پيوند آن با توپولوژ

هـا را   ابسـتگي در نظريـه مـدل   يكي از دستاوردهاي جديد مفهـوم و  5و سرانجام در فصل 
 داد. خواهيم  ارائه

  
  ها فضاي تايپ. 2

كنيم و ايـن   هاي كلاسيك را بيان مي در اين فصل برخي از مفاهيم اوليه منطق و نظريه مدل
زبان توپولوژيك كه مناسب با اهداف اين مقاله است ارائه خواهيم داد. از مفاهيم را در يك 

آنجا كه بحث اين مقاله منطق مرتبه اول كلاسيك است، فرض بر اين است كه خواننـده بـا   
هاي  مقدمات منطق از  قبيل زبان، فرمول و مدل آشنايي دارد. (براي اطلاعات بيشتر به كتاب

  ها مراجعه كنيد.) ه مدلمقدماتي منطق رياضي يا نظري
باشد. در واقـع ايـن مفهـوم، نـاتواني      ها مي تايپ يكي از مهمترين مفاهيم در نظريه مدل

اكنـون  كنـد.   طول نامتناهي را جبـران مـي   هاي با منطق كلاسيك براي بيان خواصي با جمله
يك  ܶول، يك زبان منطق مرتبه ا ܮدهيم. فرض كنيد  تعريف دقيقي از اين مفهوم را ارائه مي

 ܶتايپ بـراي تئـوري   - ݊يك عدد طبيعي دلخواه باشند. يك  ݊تئوري كامل در اين زبان، و 
متغيـر   ݊هايي بـا حـداكثر    اي است از فرمول روي مجموعه تهي) مجموعه  تايپ- ݊(يا يك 

) سـازگار هسـتند. اگـر ايـن مجموعـه نسـبت بـه رابطـه شـمول (          ܶآزاد كه با تئـوري  
دهـيم. اگـر    نشان مـي  ݍيا  ها را معمولا با  آن را تايپ كامل گويند.  تايپ باشد،  ماكزيمال ܽ باشد و ܶيك مدل از تئوري   ܯ ∈ بطوري  (ݔ)߮هاي  فرمول- ܮي  آنگاه مجموعه همه ܯ

دهـيم. بوضـوح    نشان مي (ܽ)ݐناميم و با نماد  مي ܽدرست باشد را تايپ  ܯ در  (ܽ)߮كه 
  نوع كامل هستند.هايي از اين  تايپ
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ெܮاگــر  = ܮ ∪ {ܽ: ܽ ∈  ܯ هــايي باشــد كــه در جملــه- ெܮمجموعــه همــه  ெܶو  {ܯ
ناميم. بطـور   مي ܯتايپ روي - ݊را يك  ெܶتايپ براي تئوري - ݊هستند، آنگاه يك   درست

ܽو  باشد ெܶيك مدل از  ܰمشابه اگر  ∈  (ݔ)߮اي ه ـ فرمـول - ெܮ، آنگاه مجموعه همـه  ܰ
دهيم.  نشان مي (ܯ/ܽ)ݐناميم و با نماد  مي ܽدرست باشد را تايپ ܰ در  (ܽ)߮بطوري كه 

)ܵرا با  ܯهاي كامل روي  تايپ- ݊مجموعه همه  ெܶ) هاي  دهيم و فضاي تايپ نمايش مي
ي بـا  هـاي كامـل روي مجموعـه ته ـ    تايپ- ݊ناميم. بطور مشابه، مجموعه همه  مي ܯروي  ܵ(ܶ) شود. نمايش داده مي  

هاي  دليل نيست. در واقع مجموعه همه تايپ در تعريف فوق بي "فضا"استفاده از كلمه 
دهند با تعريفي كه در ادامه ارائه خواهد شد. بـراي   كامل تشكيل يك فضاي توپولوژيك مي

ــول   ــر فرمـ ــا  (ݔ)߮هـ ــه    ݊بـ ــر آزاد، مجموعـ [߮]متغيـ = } ∈ ܵ( ெܶ): ߮ ∈ را  {
اي بـراي يـك توپولـوژي روي     هـا تشـكيل پايـه   [߮]ي  كنـيم. مجموعـه همـه    مـي   تعريف ܵ( ெܶ)  روي  مي (ستونيا توپولوژي ا) ܵدهند كه به آن توپولوژي منطقي( ெܶ) گويند.  مي

. بررسي اين مطلب كه مجموعه مذكور خواص پايـه يـك توپولـوژي را دارد سـاده اسـت     
توپولوژي منطقي داراي خواص مهمـي اسـت از جملـه اينكـه ايـن فضـا فشـرده و تمامـا         

است. فشردگي اين فضـا معـادل اسـت بـا قضـيه فشـردگي در منطـق مرتبـه اول           بندناهم
0كلاسيك، و دو ارزشي بودن منطق كلاسيك (يعني  − شود كه اين فضا تمامـا   ) منجر مي1

هاي توپولـوژي   به كتاب "تماما ناهمبند"و  "ردگيفش"ناهمبند باشد. (براي تعريف مفاهيم 
  عمومي مراجعه كنيد.)

  دهيم. بدليل اهميت مطلب فوق آنرا بصورت يك گزاره ارائه مي
)ܵ: فضاي توپولوژيك 1گزاره  ெܶ) .فشرده و تماما ناهمبند است  

مـا  ها براي هر منطقي كـه قضـيه فشـردگي دارد برقـرار اسـت، ا      فشردگي فضاي تايپ
  هاي غير كلاسيك تماما ناهمبند باشد. ضرورتي ندارد كه اين فضا براي منطق

تعاريف فوق كلاسيك هستند و زبان مناسبي براي اهداف اين مقاله كه ايجاد پيوند بـين  
كنيم.  باشند. اكنون اين مفاهيم را در قالب زباني مناسب بيان مي منطق و توپولوژي است نمي

تـوان   سـاختار باشـد. مـي   - ܮيـك   ܯو  ܮمتغير در زبان  ݊مول با يك فر (ݔ)߮فرض كنيد 
:ெ߮را بصورت يك تابع  ܯ در ெ߮تعبير ܯ → (ܽ)ெ߮در نظـر گرفـت كـه     {0,1} = 1 
(ܽ)ெ߮درست باشد و  ܯدر  (ܽ)߮  اگر = تـوان   در غيـر اينصـورت. بطـور مشـابه مـي      0

 ݊ هـاي بـا   فرمول- ெܮمجموعه همه  ெ,ܮفرض كنيد ها را بصورت زير تعريف كرد.  تايپ
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:ܫتـابعي اسـت ماننـد     ܯروي  تايپ كامـل  - ݊متغير آزاد باشد. يك  ெ,ܮ → كـه   {0,1} (߮)ܫ = ߮اگر  1 ∈ (߮)ܫ، و  = كـه بـه ايـن صـورت      ܫدر غير اينصـورت. تـابع    0
دهيم و آن را با توپولوژي موسوم به توپولوژي  نمايش مي  (ܯ)ߪتايپ كامل است) را با - ݊ يـك   (كـه  ܫاست. مجموعه همه توابع به صورت  شود داراي خواص جالبي مي  تعريف

ഀܫكنيم:  دار بصورت زير مجهز مي ضعيف ستاره → (߮)ഀܫه باشيم متغير آزاد داشت ݊ با ߮  فرمول- ெܮاگر و فقط اگر براي هر   ܫ → بـا   (ܯ)ߪتوان نشان داد كه  . به آساني مي(߮)ܫ
)ܵفضاي توپولوژي منطقي  ெܶ) كنيم. يكسان است. اين مطلب را در گزاره زير تصريح مي  

) نگاشت 1: (2گزاره  → )ܵيك تناظر دوسويي بين  ܫ ெܶ)  باشد. مي (ܯ)ߪو  
ر ) اگ2( ∈ ܵ( ெܶ)         و يـك   ܯاز  ܰيـك تايـپ باشـد آنگـاه يـك توسـيع مقـدماتي
ܽعنصر ∈ باشد؛ يعني  مي دقيقا  ܯروي  ܽوجود دارد بطوري كه تايپ  ܰ =   .(ܯ/ܽ)ݐ

هـا بـه نـام پايـداري را كـه تعريفـي        در فصل بعد يكي از مهمترين مفاهيم نظريه مـدل 
  كنيم. م كرد و ارتباط آن با مفاهيم توپولوژيك را مشخص ميتركيبياتي دارد مطالعه خواهي

  
  خاصيت ترتيب و محك گروتنديك. 3

باشد. اين مفهوم كه توسـط   ها مي ترين مفاهيم در نظريه مدل مفهوم پايداري يكي از مركزي
معرفي گرديـد، كاربردهـاي    1970) در اوايل دهه Shelah, 1971: 271-362ساهارون شلاح (

هاي ديگر رياضيات داشته اسـت. پيـدايش مفهـوم     ها و نيز در شاخه نظريه مدل فراواني در
هـاي آن   پايداري يك تئوري (و سپس پايداري يك فرمول) بر مبناي شمردن تعـداد تايـپ  

هاي موضعي) شكل گرفته است، اما خيلي زود ارتباط اين مفهـوم بـا    تئوري (يا تعداد تايپ
ن زمان تا اين اواخر، فرض بر ايـن بـوده اسـت كـه     يك مفهوم تركيبياتي مشخص شد. از آ

ــا حــوزهمفهــوم پايــداري مــاهيتي كــاملا تركيبيــاتي دارد و هــيچ ا  هــاي ديگــر  رتبــاطي ب
دهد كه ايـن مفهـوم    كند و نشان مي ندارد. مشاهدات اخير اين فرض را نقض مي  رياضيات

  ماهيتي توپولوژيك نيز دارد. در ادامه به اين مطلب خواهيم پرداخت.
  دهيم. ابتدا برخي از مفاهيم اوليه را ارائه مي

,ݔ)߮فرض كنيد  ) ݔ تايپ (بامتغير- ߮ساختار باشد. يك - ܮيك  ܯفرمول و - ܮيك  (ݕ
,ݔ)߮هـاي   عبارت است از مجموعه همـه فرمـول   ܯروي  درسـت هسـتند    ܯكـه در   (ܽ

ܽو ∈ گيـريم و آن را   در نظر مي ܯ) روي ݔتايپ (با متغير - ߮را مجموعه همه  (ܯ)ఝܵ. ܯ
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توان نشان داد كه اين فضا با  ناميم. به سادگي مي مي ܯ) روي ݔها (با متغير  تايپ- ߮فضاي 
بـرد، يـك فضـاي توپولوژيـك      هاي كامل به ارث مـي  توپولوژي منطقي كه از فضاي تايپ

,ݔ)∗߮فشرده است. فرض كنيد ,ݔ فرمولي باشد كه از تغيير نقش متغيرهـاي  (ݕ از فرمـول   ݕ ,ݔ)߮ ,ݔ)∗߮حاصل شده باشد؛ يعني  (ݕ (ݕ = ,ݕ)߮  ܯهاي روي  تايپ- ∗߮بطور مشابه . (ݔ
  شوند. تعريف مي (ܯ)∗ఝܵو همچنين فضاي توپولوژي 

  دهيم.  اكنون تعريف كلاسيك از مفهوم پايداري يك فرمول را ارائه مي
,ݔ)߮تعريف: فرض كنيد    ساختار باشد. - ܮيك  ܯرمول و ف- ܮيك  (ݕ

,ݔ)߮گوييم . 1 ,ܽهـاي   خاصيت ترتيب دارد اگـر دنبالـه   ܯروي  (ݕ ܾ   ܯاز عناصـر 
lim  بطوريكه:موجود باشند  lim ߮(ܽ, ܾ) ≠ lim lim ߮(ܽ, ܾ). 

,ݔ)߮فرمــول . 2 ــدار در  (ݕ ,ݔ)߮گــوييم اگــر  ܯرا پاي خاصــيت ترتيــب  ܯروي  (ݕ
 باشد.  نداشته

,ݔ)߮فرض كنيد : 3قضيه  تئوري كامل باشد. آنگاه - ܮيك  ܶ، ܮيك فرمول در زبان  (ݕ
  شرايط زير معادل هستند:

,ݔ)߮. 1  پايدار است. ܶاز   ܯدر هر مدل  (ݕ

اسـت؛ يعنـي    ܯبرابر كاردينال   ܶاز  ܯ) روي هر مدل ݔها (با متغير  تايپ- ߮تعداد . 2 |ܵఝ(ܯ)|=|ܯ|. 

) Shelah, 1971: 271-362بوســيله شــلاح ( 1971قضــيه فــوق كلاســيك اســت و در 
پايــداري بــر مبنــاي شــمردن  كنــيم كــه تعريــف اصــلي اســت. يــادآوري مــي شــده  اثبــات
شـده  ) در قضيه فوق، گرچه با گذشت زمان، تعريف ارائـه  2باشد، يعني شرط ( مي  ها تايپ

بوسيله خاصيت ترتيب نيز رايج گشته است.  توجه داريم كه قضيه فوق پايـداري در يـك   
كنـد. در ايـن مقالـه     كند و در مورد پايداري در يك مدل صحبت نمـي  را بيان مي ܶ تئوري

دهـيم كـه يـك فرمـول      دستاوردي قويتر از قضيه فوق را ثابت خواهيم كرد؛ يعني نشان مي ,ݔ)߮ . در واقع، مطلب |ܯ|=|(ܯ)ఝܵ|پايدار است اگر و فقط اگر   ܯ اختارس- ܮدر يك  (ݕ
كنـد،   اخير از دو جنبه موضعي است؛ اولا پايداري يك فرمول (و نه يك تئوري) را بيان مي

كنـد؛ بنـابراين مطلبـي كـاملا      ها) را بررسـي مـي   دوما پايداري در يك مدل (و نه همه مدل
هـا كـه    پذيري تايـپ  بايست از مفهوم تعريف قضيه فوق مياست. براي اثبات تعميم   جديد
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) Shelah, 1971: 271-362) و شلاح (Gaifman, 1976: 223-306بطور مستقل توسط گايفمن (
دهيم. تايپ  ها را ارائه مي پذيري تايپ است استفاده كنيم. در ادامه مفهوم تعريف  معرفي شده موجـود باشـد    (ݔ)ߠفرمـول  - ெܮگـوييم اگـر يـك    )ܯپذير (روي  را تعريف (ܯ)ఝܵدر  

ܽبطوريكــه بــراي هــر  ∈ ,ݔ)߮، ܯ  ܯدر  (ܽ)ߠاســت اگــر و فقــط اگــر  متعلــق بــه  (ܽ
توان به اين صـورت   باشد. با زباني كه بوسيله توابع تعريف كرديم اين مطلب را مي  درست

(ܽ)ߠبيان كرد:  = ,)߮ ,)߮كه در آن  (ܽ ܽ) = ,ݔ)߮اگر  1 باشـد، و   متعلـق بـه    (ܽ ,)߮ ܽ) =   در غير اينصورت.  0
:߮شامل همه توابعي به صورت  ܣتوان يك مجموعه  بنابراين مي ܵఝ∗(ܯ) → را  {0,1}

ܽدر نظـــر گرفـــت كـــه    ∈ ()߮و  ܯ = ,ܽ)߮اگـــر  1 ( = ()߮، و 1 = در  0
  تند و نقشي كليدي در ادامه خواهند داشت. پيوسته هس ܣاينصورت. توابع موجود در   غير

را  (∗ܯ)ఝܵدر  (ݔ)باشد. يك تايـپ   ܯيك توسيع مقدماتي اشباع از  ∗ܯفرض كنيد 
ܾمحقق شود، يعني عنصر  ܯدر  (ݔ)ߪگوييم اگر هر فرمول  ܯمتناهيا ارضاء شده در  ∈  ܯ

هاي  تايپ ܯهاي متناهيا ارضاء شده در  درست باشد. نام ديگر تايپ  (ܾ)ߪموجود باشد كه
ها دارند. ارتباط مفاهيم فوق  ها كاربردهاي زيادي در نظريه مدل باشد و اين تايپ ارث مي هم

) Pillay, 1982: 147-160هاي متناهيـا ارضـاء شـده اولـين بـار توسـط آنانـد پيلـي (         با تايپ
  مراجعه كنيد. )Pillay, 2016: 1-6(براي توضيحات بيشتر به مقاله   مشخص شد. 1982  در

:݂  (پيلي): يك تابع 4گزاره  ܵఝ∗(ܯ) → (بـا   ܣدر بسـتار توپولوژيـك مجموعـه     {0,1}
كـه   (∗ܯ)ఝܵدر  (ݔ)اي) قرار دارد اگر و فقط اگـر يـك تايـپ     توپولوژي همگرايي نقطه

(ݍ)݂است موجود باشد كه  ܯمتناهيا ارضاء شده در  = ,)߮ ݍبراي هر  (ݍ ∈ ܵఝ∗(ܯ).  
هـاي   پذيري تايـپ  اولين بار آناند پيلي متوجه ارتباط بين پايداري در يك مدل و تعريف

ها به مفاهيم توپولوژيك و  ارث شد. در واقع، گزاره فوق امكان ترجمه مفاهيم نظريه مدل هم
  كند.  برعكس را فراهم مي

 ܺاي توپولوژيك دلخواه باشـد و  يك فض ܺ(محك گروتنديك): فرض كنيد  5گزاره 
از توابع پيوسـته   ܣيك زيرمجموعه چگال از آن باشد. آنگاه شرايط زير براي يك مجموعه 

  معادل هستند: ܺو كراندار روي 
 اي) پيوسته است. (نسبت به توپولوژي همگرايي نقطه ܣهر تابع در بستار مجموعه . 1

݂دنباله كراندار است و براي هر  ܣمجموعه . 2 ∈ ݔو هـر دنبالـه    ܣ ∈ ܺ  حـدهاي ،
 مكرر در صورت وجود برابر هستند؛ يعني 
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lim lim ݂(ݔ) ≠ lim lim ݂(ݔ). 
تـوان نتيجـه زيـر در مـورد      اكنون از تركيب محـك گروتنـديك و مشـاهد پيلـي، مـي     

  ارث را بدست آورد. هم هاي پذيري تايپ تعريف
,ݔ)߮فرض كنيد : (قضيه بنيادين نظريه پايداري شلاح) 6قضيه   ܯفرمول و - ܮيك  (ݕ

  ساختار باشد. آنگاه شرايط زير معادل هستند:- ܮيك 
,ݔ)߮. 1  پايدار است. ܯدر  (ݕ

 است. ܯتعريف پذير روي  (∗ܯ)ఝܵارث در  هم  تايپ- ߮هر . 2

 است. ܯبرابر كاردينال  (∗ܯ)ఝܵارث در  هم  هاي تايپ- ߮تعداد  .3

ترتيـب وجـود نداشـته باشـد آنگـاه      برهان: با توجه به محك گروتنديك اگر خاصيت 
پـذيري   پيوسته است. اكنون با توجـه بـه ارتبـاط بـين تعريـف      ܣتابع در بستار مجموعه هر

) معـادل هسـتند. اگـر    2) و (1ح (و، بوض ـܣارث و پيوستگي توابع در بسـتار   هاي هم تايپ
هـا حـداكثر برابـر     ن تايـپ پذير باشـد آنگـاه بـه وضـوح تعـداد اي ـ      ارث تعريف تاپ همهر

) 3است. اينكه شـرط (  ܯها حداكثر برابر كاردينال  فرمول- Mܮاست زيرا تعداد  ܯ  كاردينال
  دهد يك مطلب شناخته شده و كلاسيك است. ) را نتيجه مي1شرط (

  انتهاي اين فصل ذكر چند نكته ضروري است. تذكر: در
همانطور كه در بالا اشاره شد، مفهوم پايداري در يك تئوري و مفهوم پايـداري يـك   . 1

فرمول (يا پايداري موضعي) توسط شـلاح ارائـه گرديـد، امـا اولـين بـار مفهـوم پايـداري         
 ,Krivine and Maureyهاي بدون سور) در يك مـدل توسـط كريـوين و مـائوري (     (فرمول

) در مقاله معروف آنها در زبان نظريه فضاهاي باناخ ارائه گرديـد. در واقـع،   273-295 :1981
مفهوم پايداري يك فرمول در يك مدل از دو جنبه موضعي است؛ اول اينكه پايداري بـراي  
يك فرمول است و نه يك تئوري، و دوم اينكه پايداري در يك مـدل اسـت و نـه در تمـام     

 ك تئوري.هاي ي مدل

هـا در   پـذيري تايـپ   تعريف (∗ܯ)ఝܵارث در  هاي هم پذيري تايپ به وضوح تعريف .2 ܵఝ(ܯ) عــه اخيــر، متناهيــا ارضــاء شــونده دهــد (زيــرا هــر تايــپ در مجمو را نتيجــه مــي
 :Ben Yaacov, 2014ياكوف در مقالـه (  باشد) اما برعكس برقرار نيست. در واقع بن مي  ܯدر

پايـدار اسـت،    ܯدر  ߮دهد كه  نتيجه مي ܣفشردگي مجموعه  ) نشان داد كه پيش491-496
دهـد.   را نتيجـه مـي   ܣفشـردگي مجموعـه    نيز پيش ߮ولي نتوانست ثابت كند كه پايداري 
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هـا)   طور كه قبلا اشاره كرديم، دوطرفه بودن اين مطلب (در زبان نظريـه مـدل   درواقع همان
 ه شد.اولين بار توسط پيلي مشاهد

هـاي بـا    ارتباط بين پايداري يك فرمول در يك مدل و پيوستگي توابع بـراي منطـق  . 3
) مشـاهده شـد.   Iovino, 1999: 1595-1600هاي پيوسته توسط خوزه يووينو در مقاله ( ارزش

باشـد، البتـه بيـان صـريح و روشـن از       در واقع مشاهده يووينو معادل محك گروتنديك مي
  شود. ارث در كار او ديده نمي هاي هم اصيت ترتيب و مفهوم تايپارتباط بين عدم وجود خ

را  "وابسـتگي "ها موسوم به  در فصل بعد يكي ديگر از خواص تركيبياتي در نظريه مدل
مفـاهيم توپولوژيـك ارتبـاطي     دهـيم كـه ايـن مفهـوم نيـز بـا       كنيم و نشـان مـي   مطالعه مي

  دارد.  نزديك
  

  تالاگراند- لينفرم- خاصيت وابستگي و محك بورگين. 4
كنيم. اين مفهـوم كـاملا    در اين فصل مفهوم وابستگي يك فرمول در يك مدل را مطالعه مي

ي دستاوردهاي پيشين در مورد وابسـتگي   جديد است و نتايج حاصل از آن تعميمي از همه
   دهيم. باشد. در ادامه اين تعريف را ارائه مي ها مي در يك تئوري در نظريه مدل

,ݔ)߮رمول تعريف: يك ف دارد اگر براي هـر دو عـدد    ܯخاصيت وابستگي در مدل  (ݕ
ݎحقيقي  < ، زيرمجموعه هـاي متنـاهي و مجـزا از اعـداد     ܯاز عناصر  (ܽ)و هر دنباله  ݏ

,ܧطبيعي مانند  ܾ}  وجود داشته باشند بطوريكه ܨ ∈ :ܯ ߮(ܽ, ܾ) ≤ ,ݎ ∀݊ ∈ {ܧ ∩ {ܾ ∈ :ܯ ߮(ܽ, ܾ) ≥ ,ݏ ∀݊ ∈ {ܨ = ∅. 
,ݔ)߮اگر فرمول    دارد.  ܯوابسته نباشد گوييم خاصيت استقلال در  ܯدر  (ݕ

  تذكر: ذكر چند نكته در مورد مفهوم فوق ضروري است.
است  ها براي يك تئوري ارائه شده مدل تعريف كلاسيك خاصيت وابستگي در نظريه .1

فقـط بـراي يـك مـدل      ايـن مفهـوم  هاي آن تئوري)، ولـي در اينجـا    (يعني براي همه مدل
است. بنابراين، مفهوم فوق از دو جنبه موضـعي اسـت: اول اينكـه بـراي يـك       گرديده  ارائه

ــراي   ــان شــده اســت، و دوم اينكــه فقــط ب يــك مــدل تعريــف شــده اســت.   فرمــول بي
دارد  ܶخاصيت وابستگي براي يك تئوري  ߮توان بررسي كرد كه يك فرمول  مي  سادگي به

 ܶها) اگر و فقط اگر اين فرمـول در هـر مـدل از تئـوري      نظريه مدل (به معناي رايج آن در
 خاصيت وابستگي داشته باشد.
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دارد  ܶخاصيت وابستگي براي يك تئوري  ߮اشباع باشد، آنگاه - ߱يك مدل  ܯاگر . 2
 خاصيت وابستگي داشته باشد. ܯدر  ߮اگر و فقط اگر 

سـاس اسـت، بـه ايـن معنـا كـه،       حخاصيت وابستگي در يك مدل نسبت به متغيـر  . 3
,ݔ)߮  فرمول ,ݔ)∗߮تواند در يك مدل وابسته باشد امـا فرمـول    مي (ݕ (ݕ = ,ݕ)߮ در آن  (ݔ

) Khanaki and Pillay, 2018مدل وابسته نباشـد. بـراي مشـاهده مثـالي از ايـن مطلـب بـه (       
 كنيد.  رجوع
 ـ    مفهوم وابستگي در يك مدل اولـين . 4 ) Khanaki, 2015ه (بـار توسـط خـانكي در مقال
گرديد. اين مفهوم پيوندهايي با آناليز تابعي دارد و كاربردهايي براي آن ارائه شده است.   ارائه

ها و نظريـه يـادگيري بـراي زمـاني      كنيم كه ارتباط بين وابستگي در نظريه مدل يادآوري مي
 طولاني است كه شناخته شده است. 

دهيم و پيوند آن بـا   فضاهاي تابعي را ارائه مياكنون يكي از دستاوردهاي مهم در حوزه 
  كنيم. مفهوم وابستگي در يك مدل را بيان مي

يـك فضـاي توپولوژيـك     ܺتالاگراند): فـرض كنيـد   - فرملين- (محك بورگين 7گزاره 
باشـد.   ܺيك زيرمجموعه از توابع پيوسته و كرانـدار روي   ܣهاسدورف و فشرده باشد، و 

  ستند:آنگاه شرايط زير معادل ه
ݎفرض كنيد . 1 < )و  ݏ ݂) از  ܫباشد. آنگـاه يـك زيرمجموعـه     ܣاي از توابع در  دنباله

  اعداد طبيعي وجود دارد بطوريكه
ݔ}  ∈ ܺ: ݂(ݔ) ≤ ,ݎ ∀݅ ∈ {ܫ ∩ ݔ} ∈ ܺ: ݂(ݔ) ≥ ,ݏ ∀݅ܫ}  

 اي تهي است. مجموعه

ا است (نسبت به توپولوژي همگرايي اي همگر داراي زيردنباله ܣهر دنباله از توابع در . 2
 اي). نقطه

  ) با شرايط زير نيز معادل هستند.2) و (1شمارا باشد، آنگاه ( ܣعلاوه بر اين اگر 
اي) يـك تـابع    (نسبت به توپولوژي همگرايي نقطـه  ܣهر تابع در بستار توپولوژيك . 3

 بورل است.

اي) برابر با حـد   همگرايي نقطه (نسبت به توپولوژي ܣهر تابع در بستار توپولوژيك . 4
 است. ܣيك دنباله از توابع در 

 است. 2ଶℵబداراي كاردينال كوچكتر از  ܣبستار . 5
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 ,Bourgainگزاره فوق يكي از دسـتاوردهاي بـورگين، فـرملين و تالاگرانـد در مقالـه (     

Fremlin, and Talagrand, 1978: 845-886آنــاليز  ي درباشــد، كــه كاربردهــاي زيــاد ) مــي
كنـيم و نتـايج مطلـوب را     ها ترجمـه مـي   دارد. اكنون اين گزاره را به زبان نظريه مدل  تابعي

  آوريم. بدست مي
  : شرايط زير معادل هستند:8نتيجه 

,ݔ)߮. 1  وابسته است. ܯدر  (ݕ

اي وجــود دارد بطوريكــه بــر (ܽ)يــك زيردنبالــه  ܯاز عناصــر  (ܽ)هــر دنبالــه  .2
ܾهر ∈ ,݊݉ܽ)߮، مقادير ارزشي از دنباله ∗ܯ شـود، بـه عبـارتي     سرانجام عددي ثابت مي (ܾ

 ديگر اين دنباله همگرا است.

  ) با شرايط زير نيز معادل هستند:2) و (1شمارا باشد، آنگاه ( ܯعلاوه بر اين اگر 
هر. 1 ∈ ܵఝ(ܯ∗) است؛  ܯپذير روي تعريف بورلشود  ميبطور متناهي ارضاء ܯكه در

ــي  ݍ}يعن ∈ ܵఝ∗(ܯ): ,ݔ)߮ ܾ) ∈ , كند مي ܾ كه ݍ را  ارضاء  ∈ ــه { براي هر ∗ܯ اي  مجموع
 بورل است.

براي هر . 2 ∈ ܵఝ(ܯ∗)  شـود، يـك دنبالـه     بطور متناهي ارضاء مـي  ܯكه در(ܽ)  از
ܾوجود دارد بطوريكه بـراي هـر    ܯعناصر  ∈ ,)߮، ارزش ∗ܯ برابـر اسـت بـا ارزش     (ܾ
,݊ܽ)߮نهايي   ؛ يعني برابر است با حد مقادير ارزشي از اين دنباله.(ܾ

هاي  تعداد تاپ. 3 ∈ ܵఝ(ܯ∗)  شوند حداكثر برابر بـا   بطور متناهي ارضاء مي ܯكه در 2ℵబ .است  
تالاگراند - فرملين- ان ترجمه محك بورگينتوجه داريم كه با استفاده از مشاهد پيلي، امك

توان ديد كه نتيجه فوق ترجمه مستقيمي از اين  شود، و براحتي مي ها ميسر مي به نظريه مدل
  محك است.

ها كه توسط برونو پـوآزآ   در فصل بعد  اثباتي جديد از يكي از قضاياي مهم نظريه مدل
)Poizat, 1981: 513-522دهيم. ي) اثبات شده است را ارائه م  

  
  هاي متناهيا ارضاء شده مردن تايپش. 5

ها كه اولين بار توسط برونو پوآزآ  در اين فصل تعميمي از يك قضيه معروف در نظريه مدل
)Poizat, 1981: 513-522 ( دهــيم. قضــيه پــوآزآ  اثبــات شــده اســت را ارائــه مــي 1981در
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ارث روي  هـاي هـم   داد تايپهايي كه خاصيت وابستگي دارند، تع كند كه در تئوري مي  بيان
هر مدل دلخواه حداكثر برابر با كاردينال آن مدل است. در اين فصل ثابت خواهيم كرد كـه  

باشد و فقط كافيست كه شرط وابستگي در يك مدل را  شرط وابستگي تئوري ضروري نمي
حالــت پايـداري) از دو جنبــه   در نظـر بگيـرم. در واقــع، دسـتاورد ايـن فصــل (مشـابه بـا      

است؛ يعني، اول اينكه وابستگي يك فرمول است و نه يـك تئـوري، و دوم اينكـه      عيموض
هاي يك تئوري. بنابراين، قضيه  ي مدل شود و نه همه فقط وابستگي در يك مدل مطالعه مي

مطلـب را بصـورت دقيـق بيـان و     باشد. در ادامه ايـن   اي از قضيه اين فصل مي پوآزآ نتيجه
  ياز به مفهومي از آناليز تابعي داريم.كنيم. در ابتدا ن مي  اثبات

يـك فضـاي توپولوژيـك هاسـدورف و فشـرده باشـد. يـك         ܺتعريف: فـرض كنيـد    ݂: ܺ →  ܩيك زيرمجموعه باز  ܦشده گوييم اگر براي هر زيرمجموعه بسته  را بخش {0,1}
ܨ]݂اشـتراك نـاتهي دارد و همچنـين قطـر مجموعـه       ܦوجود داشـته باشـد كـه بـا      ∩  [ܩ

  دهيم. نشان مي (ܺ)ܤرا با  ܺشده روي  اشد. مجموعه همه توابع بخشب  صفر
ܨ]݂كنيم كه  يادآوري مي ∩ [ܩ = ݎ} ∈ {0,1}: ݔ∃ ∈ ܨ ∩ ,ܦ (ݔ)݂ = . همچنين، قطر {ݎ ܨ]݂ ∩ ܨصفر است اگر و فقط اگر تصوير مجموعه  [ܩ ∩ اي  مجموعـه  ݂تحت نگاشت  ܩ

  تك عضوي باشد.
را ) Bourgain, Fremlin, and Talagrand, 1978: 845-886(ي  لهاي مهم از مقا اكنون گزاره

  كنيم كه در اثبات قضيه اصلي استفاده خواهد شد. بيان مي
اي  مجموعهزير ܣيك فضاي توپولوژيك هاسدورف و فشرده، و  ܺ: فرض كنيد 9گزاره 

  ستند:باشد. آنگاه شرايط زير معادل ه ܺكراندار از مجموعه همه توابع پيوسته روي 
)براي هر دنباله . 1 ݂)  وجـود دارد    ܰاز اعداد طبيعي ܫ، يك زيرمجموعه ܣاز توابع در

 بطوريكه

ݔ}  ∈ ܺ: ݂(ݔ) = 0 ∀݊ ∈ ,ܫ ݂(ݔ) = 1 ∀݊ ∈ ܰ − {ܫ = ∅. 
اي از  اي) زيرمجموعــه (نســبت بــه توپولــوژي همگرايــي نقطــه ܣبســتار مجموعــه . 2  است.  (ܺ)ܤ

 Bourgain, Fremlin, and(در مقالـه    2F هده اثبـات گـزاره فـوق بـه قضـيه     بـراي مشـا  

Talagrand, 1978: 845-886.مراجعه كنيد ( 

باشـد.   هـا مـي   مدل  گي در نظريه) در گزاره فوق معادل با خاصيت وابست1تذكر: شرط (
رمـول  واقع، از اين مطلب استفاده خواهيم كرد و نشان خواهيم داد كه در حالتي كه يك فدر
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هـاي   واقـع متنـاظر بـا تايـپ     (كـه در  ܣدر يك مدل وابسته باشد، آنگـاه بسـتار مجموعـه    
ــم ــه  ارث ه ــي (ܺ)ܤاي از  اســت) زيرمجموع ــ م ــد. س ــيباش ــان م ــه  رانجام نش ــيم ك ده

  شود. كند و درنتيجه اثبات كامل مي از تعداد مطلوب تجاوز نمي (ܺ)ܤ  كاردينال
باشد كه ايـده آن از مقالـه سـيمون     ي اثبات قضيه اين فصل ميگزاره زير كليد اصلي برا

)Simon, 2015: 81-92.اخذ شده است (  
:݂: فرض كنيد 10گزاره  ܺ → يك تـابع پيوسـته روي فضـاي تمامـا ناهمبنـد و       {0,1}

  دارد. آنگاه شرايط زير معادل هستند: اي از كاردينال  باشد كه پايه ܺفشرده 
1 .݂ ∈  .(ܺ)ܤ

2 .݂ିଵ(0) ڂتوان بصورت  را مي   اي بسته است. زيرمجموعه ܨبيان كرد كه هر  ழܨ
ــه ( 2.3بــراي مشــاهده اثبــات گــزاره فــوق بــه قضــيه   ) Simon, 2015: 81-92در مقال

  شود.  مراجعه
  توان نتيجه زير را بدست آورد. از گزاره فوق بسرعت مي

باشـد، آنگـاه    اي از كاردينـال   ند و فشرده بـا پايـه  فضاي تماما ناهمب ܺ: اگر 11نتيجه 
  است. 2حداكثر  (ܺ)ܤكاردينال 

ڂتـوان بصـورت    را مـي  ଵ(0)ି݂كـه   ݂برهان: توجه داريم كه تمام توابعي چون   ழܨ
ڂهـاي بـه صـورت     است، زيرا تعداد زيرمجموعه 2كرد حداكثر برابر   بيان حـداكثر   ழܨ

  شود. برابر اين تعداد است. بنابراين طبق گزاره فوق حكم ثابت مي
  ايم كه قضيه اصلي اين فصل را ثابت كنيم. اكنون آماده

,ݔ)߮: فرض كنيد 12قضيه  باشـد. آنگـاه تعـداد     ܯيك فرمول وابسته در يك مدل  (ݕ
ــپ ــايي در  تاي ــاهي در   (∗ܯ)ఝܵه ــور متن ــه بط ــي  ܯك ــق م ــون محق ــر ش ــداكثر براب د ح
  است.  |ெ|2  نالكاردي

ܺبرهان: قرار دهيـد   = ܵఝ∗(ܯ)  فشـرده و تمامـا ناهمبنـد اسـت. همچنـين،       ܺ. آنگـاه
ي پيلـي كـه در فصـل     دارد. اكنون با توجه با مشاهده |ܯ|اي چگال ازكاردينال  زيرمجموعه

ܣ  قبل اشاره كرديم، تناظري بين همه توابع در بستار مجموعه = {߮: ܵఝ∗(ܯ) → {0,1}: ܽ ∈  {ܯ
,ݔ)߮وجود دارد. اكنون با توجه بـه اينكـه    ܯارث روي  هاي هم و همه تايپ  ܯدر  (ݕ

باشـد و در نتيجـه داراي    مـي  (ܺ)ܤاي از  زيرمجموعـه  ܣوابسته اسـت، بسـتار مجموعـه    
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حــداكثر  ܯارث روي  مهــاي هــ اســت. بنــابر ايــن، تعــداد تايــپ |ெ|2كاردينــال حــداكثر 
  باشد. مي  |ெ|2  برابر

  
  گيري نتيجه. 6

هاي توپولوژيك نتايج بسيار مهمي را به منطق مرتبه اول كلاسيك و نظريه  استفاده از روش
هـاي   نمايد. پيوند بين حـوزه  هاي ديگري از منطق را آشكار مي كند و جنبه ها تقديم مي مدل

هاي رياضيدانان است. اين پيوندها ابزارهاي جديدي مختلف رياضيات از مهمترين دستاورد
ند شـد كـه بـا ابزارهـاي محـدود      دهند و منجر به حل مسائلي خواه در اختيار آنان قرار مي

حل نيستند. در اين مقاله، پيوند بين منطق رياضـي كلاسـيك و توپولـوژي و فضـاهاي      قابل
لا جديـد هسـتند و نويـد نتـايج و     تابعي بيان شد. دستاوردهاي ارائه شده در اين مقاله كـام 

  دهند.  كاربردهاي بسياري را در آيند نزديك مي
هاي  در انتها ذكر چند نكته در مورد قضيه اصلي فصل قبل و همچنين كاربردها و تعميم

 آتي آن ضروري است.

شمارا باشد، حكم قضيه فوق از نتـايج فصـل قبـل     ܯتوجه داريم كه در حالتي كه مدل  .1
مـدلي بـا    ܯشود. در واقع قضيه اين فصل اثبـاتي بـراي حالـت كلـي كـه در آن       نتيجه مي

 باشد ارائه داده است. كاردينال دلخواه مي

هاي توپولوژيك استفاده شده است و ايـن اثبـات در نـوع     در اثبات قضيه فوق روش. 2
 خود حائز توجه و اهميت است.

در اين مقاله براي توابـع بـا ارزش   از آنجا كه دستاوردهاي توپولوژيك مورد استفاده . 3
تـوان دسـتاوردهاي فـوق را بـه      حقيقي (نه لزوما توابع دو ارزشي) نيز برقرار هسـتند، مـي  

 هاي چندارزشي و فازي نيز تعميم داد. منطق

) بـه نويسـنده ايـن مقالـه     David Fremlinهمـانطور كـه پروفسـور ديويـد فـرملين (     . 4
ده (كه در اين مقالـه انجـام پـذيرفت) حتـي بـراي      ش شد، شمردن تعداد توابع بخش  متذكر

  باشد. متخصصان آناليز تابعي نيز جديد مي
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