
 

 

Research in Logic, Institute for Humanities and Cultural Studies (IHCS) 

Biannual Journal, Vol. 12, No. 2, Autumn and Winter 2021-2022, 193-211 
Doi: 10.30465/lsj.2021.36251.1358 

Bounded Model Theory and 

its Applications to Bounded Arithmetic 
Abolfazl Alam* 

Morteza Moniri** 

Abstract 

Bounded model theory can be considered as part of first-order model theory, which 

its aim is to study model-theoretic notions in a language consisting of an order 

relation where all quantifiers are restricted to the bounded ones. One can apply 

bounded model theory to study some problems in bounded arithmetic. Bounded 

arithmetic can be considered as a sub-theory of first-order Peano arithmetic in an 

extended language. Bounded arithmetic has some applications in computational 

complexity theory. There are already some related bounded model-theoretic 

concepts like bounded quantifier elimination and bounded model completeness 

which has been applied to bounded arithmetic and complexity theory. In this article, 

we review some known results and prove some new ones in bounded model theory 

and use them to obtain certain results in bounded arithmetic and complexity theory. 
In particular, we define the notion of bounded model companion and study its 

relations to some fundamental problems in complexity theory. 
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  علوم انساني و مطالعات فرهنگي ، پژوهشگاهپژوهي منطق
  211 -  195، 1400 پاييز و زمستان، 2، شمارة 12)، سال مروريـ علمي نامة علمي (مقالة  دوفصل

  كاربردهاي آن در حساب محدود برخي نظرية مدل محدود و

  *ابوالفضل علم
  **مرتضي منيري

  چكيده
و  بررسـي مفـاهيم  توان بخشي از نظرية مدل دانست كه هدف آن  را مينظرية مدل محدود 

در حـالتي كـه سـورهاي    اسـت   ينظرية مدل در يك زبان شـامل يـك رابطـة ترتيب ـ    نتايج
توان براي مطالعة مسائل  محدود هستند. از نظرية مدل محدود مي از نوع بحث همگيمورد

اي از  تـوان زيرنظريـه   حساب محـدود را مـي  . كردمربوط به نظرية حساب محدود استفاده 
يافته دانست. خود حسـاب محـدود، كاربردهـاي     حساب مرتبة اول پئانو در زباني گسترش

اي نظرية مدل در  مفاهيم پايهو مطالعة با تعريف محاسبات دارد.  نظرية پيچيدگي فراواني در
كامل محدود، نتايج جالبي در نظريـة مـدل     حالت محدود مانند حذف سور محدود و مدل

آمـده اسـت. در ايـن     و حساب محدود به دست محاسبه پيچيدگي ةبا كاربردهايي در نظري
در ايـن  مقاله، ضمن مروري بر نتايج موجود در اين زمينه، برخي مفاهيم و نتايج جديـد را  

 محاسبه مسائل بنيادي در نظرية پيچيدگي را با برخي ها هاي آن ارتباطكنيم و  ارائه ميراستا 
  كنيم. مطالعه مي

مدل همراه محدود، حذف حساب محدود، فرمول محدود، مدل كامل محدود،  ها: دواژهيكل
  سور محدود.
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 مقدمه. 1

از حساب مرتبة اول پئانو است كه با محـدود كـردن    يا هيرنظريحساب مرتبة اول محدود ز
 يهـا  محـدود فرمـول   يهـا  فرمـول  . دي ـآ يمحدود بـه دسـت م ـ   يها اصل استقرا به فرمول

هسـتند.   ) محـدود (كرانـدار   يآنهـا همگ ـ  يدر زبان حساب هستند كـه سـورها   ياول  مرتبة
  .ديانجام گرد خيحساب پرداخت، توسط پر يمنطق تگاهدس نيكه به مطالعة ا يپژوهش  نياول
و  ي) حساب مرتبة اول محدود را معرف ـParikh, 1973) و (Parikh, 1971در دو مقالة ( شانيا

 كنـد  يم ـ اني ـدربارة حساب محـدود ثابـت كـرد، ب     خيكه پر يا هيقض نيكرد. مهمتر يبررس
برخـوردار   يا حـداكثر چندجملـه   دتام باشد، از درجـة رش ـ  ريپذ كه به طور اثبات يتابع  هر

نظـر از   ني ـحساب ملمـوس  و از ا  يحساب محدود را نوع خيپر ل،يدل نيخواهد بود. به ا
  .دانست يتام است، برتر م ريپذ در آن به طور اثبات ييحساب مرتبة اول پئانو كه تابع نما

ر رسالة دكتري خود، زباني جديد براي حساب محدود و د 1986ساموئل باس در سال 
در كـار خـود از    هاي اين حساب پرداخت. او هايي از زير نظريه معرفي كرد و به بررسي رده

كند، استفاده كرد و نشان داد كه  تر از اصلي كه تام بودن تابع نمايي را بيان مي اصلي ضعيف
حسابي و بيان و اثبات قضية ناتماميت  هاي همين اصل ضعيف، مثلاً براي كدگذاري فرمول

هـاي   كند. باس، كوك و اوركهـارت همچنـين حسـاب    كفايت مي  هايش، گودل براي نظريه
  توان ديد: اند. براي مثال، منابع زير را مي محدود متكي بر منطق شهودي را مطالعه كرده

 )Buss, 1986, Buss, 1995, Buss, 1998, Cook 1975, Cook and Urquhart, 1993( 

اند، مبتني بر نظرية برهان است و از  پژوهش باس و ديگراني كه كارهاي او را دنبال كرده
) و Moniri, 2007اند. مرتضي منيري در ( هاي معنايي (نظرية مدلي) كمتر استفاده كرده روش

)Moniri, 2006 و شــهودي بــا اســتفاده از نظريــة )بــه مطالعــة حســاب محــدود كلاســيك
ي اين مسير، در اين مقاله با استفاده از نظرية مدل، به مطالعـة نظريـة    با ادامهپرداخت.   مدل

  حساب محدود خواهيم پرداخت.
هـاي   پرسش بنيادي در نظرية حساب محدود، اين است كه آيا اين نظريه (يا زيرنظريـه 

شوند يا خير؟ اين پرسـش ارتبـاط مسـتقيمي بـا پرسـش       بندي مي آن) به طور متناهي اصل
مدل از نظرية مـورد بحـث دارد.    اي از ديد زمان در يك شي سلسله مراتب چندجملهفروپا
bهاي واقع، چون ردة فرمولدر

i  ردة متناظر با ردة محمولاتp
i)پـذير   محمولات محاسبه

هاي محدود  اتب فرمولاست، فروريختن سلسله مر ))Krajicek, 1995اي ( در زمان چندجمله
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هاي محدود)  است. پس اين مسئله (فروپاشي سلسله مراتب فرمول PHمعادل با فروپاشي
1iدر حالت  همان مسئلة ،?NP coNP  در مدل يا نظرية مورد بحث است. بنابراين

كدام زيرنظرية ضعيف حساب محدود (و يا كدام مدل از اين سوال اساسي اين است كه در 
1هاي  ها) فرمول نظريه

b  1داراي معادل
b  هستند. حالت خاص اين مسئله، فروپاشي اين

NP?ها در مدل استاندارد است، كه در واقع همان مسئلة بنيادي فرمول coNP .است  
) به مطالعة اين مسئله از ديدگاه نظرية مدل پرداخـت.  Moniri, 2007مرتضي منيري در (

او مفهوم مدل كامل محدود را براي مطالعة اين مسئله بـه كـار گرفـت. يـك نظريـه ماننـد       
T  مدل كامل است اگر و تنها اگر براي هر دو مدلM N  ازT داشته باشيمM N.
T را مدل كامل محدود گوييم هرگاهM N T 1نتيجه دهـد ‘

b

M N جـا   . در ايـن
M N  يعنيM  زير مدلي ازN و  استM N  يعنيM  زير مدلي مقـدماتي از

N  1است. همچنين
b

M N   به اين معنـي اسـت كـهM    زيـر مـدلي ازN   اسـت و
1فرمول   هر

b  با پارامتر درM در ،N  درست است اگر و تنها اگر درM  .درست باشد
قضاياي مهم در نظرية مدل به حالت محدود، و اين تعريف جديد، منجر به گسترش برخي 

در نتيجة آن پيوند خوردن اين بخش از نظرية مدل با نظرية مدل حساب محـدود شـد. در   
اين مقاله، در فصل دوم، بـه بيـان مفـاهيم مقـدماتي نظريـة مـدل محـدود و مـرور نتـايج          

هـاي مـدل    ت نظريـه پردازيم. در فصل سوم، در دنبالة مطالعـا  آمده در اين حوزه مي دست هب
كنـيم.   هاي آن را بررسي مي كامل محدود، مفهوم مدل همراه محدود را بيان نموده و ويژگي

در فصل چهارم به ارتباط بين نظرية مدل محدود و مفهوم مـدل همـراه محـدود و مسـائل     
  پردازيم. هاي ضعيف حساب محدود مي اصلي نظرية پيچيدگي از منظر برخي نظريه

  
 نيازها پيش. 2

كنـيم.   محدود و حساب محدود را بيان مي در اين فصل، در ابتدا مفاهيم ابتدايي نظرية مدل 
باشد. در سرتاسـر  يك زبان مرتبة اول شامل يك نماد محمولي دو موضعي Lفرض كنيد

ده اسـت، يـك نظريـه در زبـان     نش  نظريه كه به صراحت مشخصيك اين مقاله، منظور از 
L   است كه در آن هاي جزئي را دارد. خواص ترتيب  

ــول ــك فرم ــور ،در ي ــك س ــكل    را ي ــه ش ــاه ب ــوييم هرگ )محــدود گ )x t y   و
)  يا )x t y   ظاهر شود كه در آنx  يك متغير وy اي متنـاهي از متغيرهـا باشـد     دنباله



  1400 پاييز و زمستان، 2، شمارة 12سال  ،پژوهي منطق   198

 

)يك ترم و  tدر آن حضور ندارد. فرض كنيد x  كه )x   يك فرمول در زبـانL   .باشـد
)منظور از فرمول  )x t x  فرمول ، ( ( ))x x t x    و منظـور از( )x t x  

) فرمول  ( ))x x t x    است. گوييم( )x     يك فرمـول محدوداسـت، هرگـاه همـة
يك نظرية محدود است،  Tهمچنين گوييم نظريةسورهاي بكار رفته در آن محدود باشند. 

  پذير باشد.  هاي محدود اصل اي از فرمول هرگاه بوسيلة مجموعه
، به طور محدود كامل است، هرگاه براي هـر جملـة محـدود ماننـد      Tگوييم نظرية

Tداشته باشيم  يا  گT نمـاييم كـه منظـور از ديـاگرام      . همچنين، يادآوري مـي گ
)هاي ، مجموعة همة فرمولM  مدل )aدر زبان گسترش يافتةL M   است جايي كـه

a M  و( )M a‘ دياگرام .M  را با( )Diag M دهيم. نشان مي  
 

 زبان حساب محدود 1.2

، شــامل نمادهــاي تــابعي معرفــي شــده توســط بــاس زبــان مرتبــة اول حســاب محــدود
1

,  0,  ,  ,  ,  ,  #
2

S x x     
,0اســت. تعبيــر نمادهــاي  و نمــاد محمــولي    ,     در مــدل

)به صورت  Sاستاندارد به شكل معمول است. نماد ) 1S n n    شـود. بـراي    تعبيـر مـي
1و  xبرابر با تعداد ارقـام نمـايش دودويـي    x ،xعدد طبيعي 

2
x 

  
برابـر بـا بزرگتـرين    

طبيعي كه از   عدد
2

x شود. همچنين بـراي هـر    كمتر يا مساوي است تعبير مي,x y داريـم
.#( , ) 2 x yx y  . نكتة قابل توجه در مورد اين زبان اين است كه تمام اعداد طبيعي بوسيله
  هاي زبان قابل بيان هستند. ترم

)فرض كنيد 1تعريف )t x يك ترم و    يك فرمول در زبان حساب محـدود باشـد. در
)هاي صورت به فرمول اين )x t y    و( )x t y   هـاي شـديداً محـدود     فرمول

  شود. گفته مي
0كنيم. فـرض كنيـد    هاي محدود براساس پيچيدگي را بيان مي بندي فرمول اكنون رده

b 
هـاي   هاي بدون سور) باشـد. دنبالـه   هاي شديداً محدود (شامل فرمول مجموعة همة فرمول

 b
i i 

  و b
i i 

 شوند: به صورت بازگشتي تعريف مي  

1 -0 0 0
b b b    ،  
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b,1داريم  iبراي هر عدد طبيعي  - 2 b b
i i i     1و,b b b

i i i   ،  
ــولي اگــر  - 3 1درفرم

b
i و( )t y   ــان باشــد، آنگــاه ــرم زب )يــك ت )x t y  

)  و )x t y    1نيز عضوهايي از
b
i.هستند  

1فرمــولي در اگــر  - 4
b
i  و( )t y   ــان باشــد، آنگــاه )يــك تــرم زب )x t y   

)  و )x t y    1نيز عضوهايي از
b
i.هستند 

bاگر  - 5
i وb

i   آنگاهb
i   وb

i  .  
1دو مجموعه  - 6

b
i 1و

b
i .تحت تركيب فصلي و عطفي بسته هستند  

اي از تعاريف و نتايج اساسي مربوط به حساب محدود شرح  ) خلاصه1384در (منيري، 
تـرين و   كنيم.يكي از اساسي ه مي. در اينجا به اندكي از قضاياي مهم آن بسنداست داده شده

  هاي محدود وجود دارد، قضية زير از پريخ است. ترين نتايجي كه در مورد نظريه مهم
يـك نظريـة محـدود باشـد. اگـر      Tيـك فرمـول محـدود و    فرض كنيـد   2 ةقضي
  T x y  آنگاه ترمگ ،t  در زبانL وجود دارد به طوريكه T x y t  گ.  
1iبـراي هـر   3 ةقضي ،   زيرمجموعـةA    ي پيچيـدگي  از اعـداد طبيعـي بـه ردهp

i 
bاست اگر و تنها اگـر فرمـولي در     متعلق

i     اي از  موجـود باشـد كـه زيرمجموعـه   كـه
  باشد. Aشود، برابر با  ي آن تعريف مي وسيله هب

هـاي محـدود معـادل بـا      دهـد فروپاشـي سلسـله مراتـب فرمـول      اين قضيه نشـان مـي  
اي) است. بنابراين فروپاشي سلسله مراتـب   (سلسله مراتب زمان چندجمله PH  اشيفروپ

در  PHاي برخــوردار اســت. بررســي فروپاشــي  هــاي محــدود از اهميــت ويــژه فرمــول
. در ادامه اي مورد توجه پژوهشگران است ها نيز مسئله هاي آن هاي حساب و مدل زيرنظريه

 كنيم. حساب محدود را معرفي مي ةهاي شناخته شد برخي از زيرنظريه

 
  و  هاي  نظريه 2.2

هاي زبان حسـاب محـدود را    اي نماد اصل است كه خواص پايه 32اي از  مجموعه 
ــي ــان م ــي  بي ــه، م ــد.براي نمون ــه دو اصــل   كنن ــوان ب ,ت  ( ( ))x y x y x s y     و

 ( ( ))x x s x       اشاره نمود. براي ديـدن ليسـت كامـل جمـلاتBASIC  توانيـد بـه    مـي
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)Krajicek, 1995) و (Buss, 1986      مراجعه كنيد. در اينجا به معرفـي چنـد اصـل مـرتبط بـا (
  پردازيم. استقرا مي

  به صورت  INDها باشد. مجموعة اصول اي از فرمول مجموعه فرض كنيد 

(0)  ( ) ( ( ))  ( )( )[ ]x x s x x x       
در آنشود كه تعريف مي  . 

  نيز به شكل  PINDچنين مجموعة هم
1

(0)  ( )  ( )
2

( )( )[ ]x x x x x        
 

شود كه در آن  تعريف مي  .  
 iشـوند. فـرض كنيـد    هاي حساب محدود به شـكل زيـر تعريـف مـي     نظريه4تعريف 

  طبيعي باشد.  عددي

2مجموعة اصول نظرية. 1
iS  برابر است باb

iBASIC PIND  . 

2مجموعة اصول نظرية. 2
iT برابر است باb

iBASIC IND . 

3 .2 2
i

i

S S


. 

3 .2 2
i

i

T T


. 

1، داريـم  iبنابر يك نتيجة مشهور، براي هـر  
2 2 2
i i iS T S     2و در نتيجـه 2S T .

  پرسش باز حساب محدود اين است كه آيا شمول در دنبالة  يك

1 2
2 2 ...S S   

0iاكيد است يا خير؟ يعني آيا   1وجود دارد كه
2 2
i iS S ؟  

1فـرو نريـزد، آنگـاه شـمول در دنبالـة       PHاگر5  قضية 2
2 2 ...S S     .اكيـد اسـت

  بندي شود. به طور متناهي اصل 2Sچنين، اين شمول اكيد است اگر و تنها اگر  هم



 201   )مرتضي منيريو  ابوالفضل علم( ... كاربردهاي برخي نظرية مدل محدود و

 

ترين نظريـه در ايـن    دهد. مهم هاي حساب محدود را نشان مي اين قضيه، اهميت نظريه
1ميان

2S 1ن مقاله تمركز را بر مطالعه روي است. ما نيز در اي
2S ايم. نظرية ديگري  قرار داده

1از حساب محدود كه مرتبط با
2S    ،بوده و مورد توجـه پژوهشـگران اسـتPV   .نـام دارد

 پردازيم. ادامه به معرفي اين نظريه مي  در

 
 و  هاي  نظريه 3.2

ــة  ــي شــد.  PVنظري ــوك معرف ــار توســط ك ــين ب ــنظر اصــالتاً PVاول ــادلات يا هي  يمع
(equational theory) در زمان  ريپذ توابع محاسبه يبرا يتابع ياست كه زبان آن شامل نمادها

 . اما معمـولاً گسـترش  دهند يتوابع را به دست م نيا فياست و اصول آن تعر يا چندجمله
PV 1دهند. اين نظريه و به منطق مرتبة اول را نيز با همين نماد نشان مي

2S،   نتايج جهـاني
  ، براي ما اهميت دارد.(Buss, 1986)يكساني دارند. نتيجة زير از باس، 

)و PVگسترشي سازگار از Tفرض كنيد6 ةگزار )x 1فرمولي
b 1يا

b  باشد. اگـر
( )T x xآنگاه گ ،( )x x ‘. 

)موجــود باشــد بــه طوريكــه nبرهــان. فــرض كنيــد عــدد طبيعــي )n . در ‘
1صورت  اين

2 ( )S nدر حالتي كه گ .1فرمولي
b ،باشد   .فرمولي جهاني اسـت

ــون 1و  PVچ
2S   ،ــد ــاني دارن ــاني يكس ــايج جه )نت )PV nــه گ ــالتي ك . در ح

ــولي 1  فرم
b  ،ــد ــول  باش ــك فرم 1ي

b ــي ــيم  اســت. م 1و  PVدان
2S ــورد  در م

1  هاي فرمول
b توافق دارند. بنابراين( )PV nاين بـا فـرض در تنـاقض اسـت.    گ . 

شـود.   حاصل مـي  به زبان طبيعي نظرية است كه از گسترش  اي نظريهمنظور از   (Cook, Urquhart, 1993).استكارانه از گسترشيمحافظه 

  
 نظرية مدل محدود. 3

) مفاهيمي از نظرية مدل بـه حالـت محـدود    Moniri, 2007طور كه قبلا گفته شد، در ( همان
در  گسترش داده شد و از آن براي نشان دادن نتايجي در حساب محدود بهـره گرفتـه شـد.   

Mفـرض كنيـد  كنـيم.   جا برخي از اين مفـاهيم را مـرور مـي    اين N    دو مـدل در زبـان
L   باشند. گوييمM  به طورb

i  درN نويسيم  نشيند و مي ميb
iM N   هرگاه بـراي
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)هر فرمول )x درb
i و هرb M اگر ،( )N b‘ s آنگـاه ،( )M b‘ s  بـه مـدل .M 

bيك مدل بطور وجودي بستة
i از نظريةT گوييم هرگاه براي هرN T‘ s  كـهM N 

1داشته باشيم
b

M N.M بطور وجودي بستة محدود است هرگاه به طور وجودي بستة
1
b باشد. نظريةT  داراي خاصيت مدل كامل محـدود(bounded model complete)    اسـت

Mهرگاه براي هر دو مدل N ازT  داشته باشـيمb
iM N    درواقـع هـر مـدل از آن)

1لي وجودي بستةمد
b        .باشد). اين خاصيت يـك تعمـيم ازنسـخة كلاسـيك خـود اسـت

اي از يك نظريه است كـه بـه وضـوح مـدل كامـل       مثال ساده PAحساب مرتبة اول پئانو 
نظريـة حسـاب محـدود مـدل كامـل      محدود است امـا مـدل كامـل نيسـت. اينكـه كـدام       

هـاي بعـدي بـه آن     كـه در بخـش  اي جالـب توجـه اسـت     است (يا نيست) مسئله  محدود
  پرداخت.  خواهيم

 
  اي چند نتيجة پايه 1.3

كنـيم   شـده را بيـان مـي    ، چند نتيجة از قبـل دانسـته در مـورد مفـاهيم مطـرح     بخشدر اين 
)Moniri, 2007:46(. 

ايط زيـر بـا هـم    ود باشـد. در اينصـورت شـر   يك نظريـة محـد   Tرض كنيدف 7 قضية
  هستند.  معادل
 مدل كامل محدود است. Tنظرية. 1

 است. Tبه طور وجودي بستة محدود ازمدلي  Tهر مدل. 2

1براي هر. 3
b - فرمول ماننـد( )x  فرمـول ،( )x  1در

b    وجـود دارد بـه طـوري 
)  كه ( ) ( ))T x x x  گ . 

)براي هر فرمول محدود مانند. 4 )x فرمول ،( )x  1در
b   وجود دارد بـه طـوري 

) هك ( ) ( ))T x x x  گ 

كه مدل كامل محدود بودن يـك نظريـه    اين قضيه به نوعي بيان كننده اين مطلب است
) در آن PHهاي محدود(و در نتيجه فرو ريختن  معادل با فروريختن سلسله مراتب فرمول

2هـاي   علاقه اين است كه تحت چه شـرايطي، نظريـه   نظريه است. بنابراين، مسئلة مورد
iS 

  مدل كامل محدودند.
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يـك نظريـة محـدود و مـدل كامـل       Tاين است كـه اگـر نظريـة    7يةيكي از نتايج قض
1هاي  را بوسيلة فرمول Tتوان باشد آنگاه مي  محدود

b بـه  اين نيز منجربندي نمود.  اصل
1نتيجة جالب زير در مورد برابر بودن دو نظرية حسابي 

2S وPV گردد. مي  
ــ ــر 8 ةنتيج 1اگ

2S وPV  ــاه ــند، آنگ ــر نباش 1براب
2S   ــد ــدل مانن Mدو م N  دارد

1  كه
b

M N .برقرارنيست  
در ادامه اين بخش به معرفي مفهوم ديگري از نظرية مدل محدود، به نـام حـذف سـور    

 (bounded quantifier elimination)حذف سـور محـدود   Tپردازيم. گوييم نظرية محدود مي
روي  ءداشته باشد. به راحتي با استقراTهرگاه هر فرمول محدود معادلي بدون سور در دارد

1توان نشان داد كه اين تعريف معـادل ايـن اسـت كـه هـر فرمـول        پيچيدگي فرمول مي
b 

  داشته باشد.Tمعادلي بدون سور در 
  

  مدل همراه محدود 2.3
ها مفهـومي بـه نـام     هايي هستند كه مدل كامل نيستند. براي اين نظريه در نظرية مدل، نظريه
شود. مدل همراه يك نظريه، نظرية ديگري است كه مدل كامل بـوده   مدل همراه تعريف مي

يـك نظريـه باشـد، بـه      Tليه است. در واقع، اگـر و داراي نتايج جهاني يكساني با نظرية او
 گوييم هرگاه براي هر جملـه عمـومي ماننـد     T، مدل همراه نظريةUنظرية مدل كامل

Tداشته باشيم  و تنهـا اگـر    اگر گU يـن مفهـوم را در حالـت محـدود     . اكنـون ا گ
) با برخي از كاربردهاي اين مفهـوم مواجـه   4.1هاي بعد (به ويژه  در بخش كنيم. مي  تعريف

  خواهيم شد.
يك نظرية سازگار محـدود و   Uيك نظريه باشد. فرض كنيد Tفرض كنيد  9تعريف 

 (bounded model companion)  را مـدل همـراه محـدود    Uمدل كامل محدود باشد. نظرية 
  گوييم هرگاه هر دو نظريه روي جملات جهاني توافق داشته باشند. Tنظرية

1يـك نظريـة   Tفرض كنيد10 قضية
b وU    بـراي  همـراه محـدودي  نظريـة مـدل

T   باشد. در اينصورتM U‘ اگر و تنها اگرM     مدلي به طور وجـودي بسـته محـدود
  باشد. Tبراي

ماننـد   Tدر مـدلي از   Mباشـد. بنـابر تعريـف،    Uمـدلي از   Mبرهان.فرض كنيـد  
N  نشيند و  ميN  نيز در مدلي ازU  مانندK نشـيند (زيـرا    ميU وT    نتـايج جهـاني
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1اسـت پـس    Uمدلي وجـودي بسـتة محـدود     Mساني دارند). چون  يك
b

M K  و
1نتيجهدر

b

M Nدهد  . اين نيز نتيجه ميM T‘ چون ،T   1يـك نظريـة
b   .اسـت

Mچنين اگر  هم M   وM T  تـوان ثابـت نمـود    استدلال مشابه مـي آنگاه بوسيلة  ‘
1
b

M M  پس .M مدل به طور وجودي بستة محدود از نظريةT .است  
باشد. در اين صورت  Tوجودي بستة محدود ازمدلي به طور Mعكس. فرض كنيد  به

N U‘ وK T‘    ــه ــد ك ــود دارن Mوج N K  ــون ــتة   M. چ ــودي بس وج
1است،   محدود

b

M K  و چونN  مدلU  ،1است
b

N Kدهد  . اين نيز نتيجه مي
1
b

M Nپس .M U‘.■ 
هاي مقدماتي وجود داشته باشد، آنگاه هر مدل از  در نظرية مدل، اگر زنجيري از زيرمدل

نشيند. نسخة محدود از اين قضيه، كه به قضـية   اجتماع زنجير به طور مقدماتي ميزنجير در 
  ) بيان شده است.Chang and Keisler, 1990( كتاب زنجير مقدماتي مشهور است، در

ــر   11  قضــية 1(قضــيه زنجي
b - ــد ــرض كني ــدماتي) ف مق i i

M
  ــر از يــك زنجي

iباشد كه براي هر   ها مدل j1، داشته باشيم
b

i jM M در اينصورت براي هر .k  
1خواهيم داشت 

b

k j
j

M M M






 .  

ــد   ــرض كني ــان. ف )بره , )M x t x b ‘  ــه kbك M در اينصــورت .a M 
)دارد كه   وجود , )M a t a b ‘ فرض كنيد .la M  كهk lصـورت  . در اين

( , )lM a t a b ‘ و در نتيجه( , )lM x t x b ‘ 1. چون
b

k lM M   داريـم
( , )kM x t x b ‘.■  

  شود. از اين قضيه در اثبات يكتايي نظرية مدل همراه محدود استفاده مي
1يك نظرية Tاگر 12 ةنتيج

b    باشد كه مدل همراه محدود دارد، آنگاه نظريـة مـدل
  ارزي يكتاست. آن در حد هم محدود همراه

Tبرهــان. فــرض كنيــد    وT  دو نظريــة مــدل همــراه محــدود بــرايT  باشــند. در
Tصورت اين   وT  راي نتايج جهـاني يكسـان هسـتند.    دو نظرية مدل كامل محدود و دا

  بنابراين زنجير
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1 2 ...M M   
k،2ها وجود دارد كـه بـراي هـر عـدد طبيعـي      از مدل 1kM T ‘ 2وkM T ‘  بـا .

1استفاده از قضية زنجير 
b - 1ها گسترشي  مقدماتي، اجتماع اين مدل

b -  1مقدماتي ازM 
1M) اســت. در نتيجــه 2Mمشــابه، از  ي(و بنــابر اســتدلال T ‘ بنــابر اســتدلال مشــابه .

Tگفت هر مدل   توان مي   يك مدلT  است. در نتيجهT   وT ارز هستند. هم■  
پـذير بـودن ردة همـه     در نظرية مدل، وجود مدل همراه براي يك نظريه، معادل با اصل

  ود نيز، اين حكم برقرار است.هاي وجودي بسته آن است. در حالت محد مدل
1يــك نظريــة Tفــرض كنيــد13 قضــية

b  باشــد. در اينصــورتT  مــدل همــراه
هاي وجودي بستة محدود آن بوسيلة يـك نظريـة    دارد اگر و تنها اگر ردة همة مدل  محدود

  گردد.بندي  محدود اصل
 Kباشد. فرض كنيد Tهاي وجودي بستة محدود ردة همة مدل Kبرهان. فرض كنيد 

Tوسيلة نظرية محدود هب بندي شود. هـر مـدل از    اصلT    مـدلي ازT    اسـت. همچنـين
در  Tنشـيند. پـس هـر مـدل از      مي Tازدر مدلي بطور وجودي بستة محدود  Tمدل  هر

Tمدلي از   نشـيند. پـس    مـيT   وT    يكسـاني دارنـد. اكنـون كافيسـت     نتـايج جهـاني
Tدهيم   نشان      زيـرا هـر نشـاندن بـين      ،مدل كامل محدود است. ايـن نيـز واضـح اسـت
T  هاي مدل   1از جنس

b - مقدماتي است. پسT  .جهت ديگـر  مدل همراه محدود دارد
 ■واضح است. 10 بنابر قضية قضيه،

در ادامة مطالعة مفاهيم نظرية مدل در حالت محـدود، مفهـوم مـدل مكمـل محـدود را      
  كنيم. بررسي مي

Tگوييم نظرية 14تعريف     مدل مكمل محـدود(bounded model completion)  نظريـة
T   ــاه ــت هرگ Tاس    ــدود ــراه مح ــدل هم ــر   Tم ــراي ه ــوده و ب Mب T‘ ــة نظري

( )T Diag M .يك نظرية به طور محدود كامل باشد 

ية مدل مرتبط هستند، در حالت محـدود  طور كه مدل مكمل و حذف سور در نظر همان
  دهند. نيز اين دو مفهوم يكديگر را نتيجه مي

يك مدل  Tحذف سور محدود دارد اگر و تنها اگر  Tنظرية مدل كامل محدود15لم 
  باشد. Tمكمل محدود براي 
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)باشـد. فـرض كنيـد    Tمدل مكملي محـدود بـراي   Tكنيدبرهان. فرض  )x   يـك
)فرمول محدود و  )x    مجموعة همة نتايج بـدون سـور ( )T x   چنـين   باشـد. هـم
aفرض كنيد براي  M T )تايپMمدل ‘ )a     را محقق كند. همچنـين فـرض كنيـد

D نظرية( , )Diag M a   باشد (كه در زبان جديـد L a   شـود). چـون    تعريـف مـي
T D  با( )T a  سازگار است، با( )a     نيز سازگار خواهد بـود. از طرفـي چـون
T D ،به طور محدود كامل است( )T D a ). بنابراين ‘ , )M a  مـدلي از( )a

Tدهد  خواهد بود. اين نيز نتيجه مي   . بنـابر فشـردگي،   ‘     وجـود دارد كـه
T  ‘پس .T .حذف سور محدود دارد  

محدود داشته باشد، كافيسـت بـراي   حذف سور  Tاكنون اگر نظرية مدل كامل محدود
Mمدل  T‘   نشان دهـيم( )T Diag M  ور محـدود كامـل اسـت. ايـن نيـز      بـه ط ـ
) T(در بـا فرمـولي بـدون سـور ماننـد      است. زيرا هر فرمول محـدود ماننـد    واضح
)بنابراينت و اس  معادل )T Diag M يكي از  يا  كند. مي ثابترا■  

  
 هاي ضعيف حساب مدل همراه نظريه .4

هاي ضعيف حساب، مـدل   در اين فصل، به مطالعة شرايط لازم و يا كافي براي اينكه نظريه
هـاي   پردازيم. براي اين كار ابتدا لازم است با مفهـوم دسـتگاه   همراه محدود داشته باشند مي

1اي آشـنا شـويم. فـرض كنيـد      اثباتي در منطـق گـزاره   2, ,...p p هـاي   موعـة همـةاتم  مج
دهيم. يـك دسـتگاه اثبـاتي را     نشان مي TAUTزبان را با  راستگوهايباشد. مجموعة   زبان
دانست به طوري كـه بـرد آن در   Pاي چون پذير در زمان چندجمله توان تابعي محاسبه مي

TAUT  راستگويقرار دارد و براي هر و دنبالـةw  ،از جمـلات( )P w     بـه معنـاي
گـوييم.   اثبـات بـراي   - Pيك wاست. به  P، در دستگاه اثباتي برايwاست كه  آن

دهـيم. گـوييم    نشان مـي  wرا طول اثبات گفته و آن را با  wتعداد نمادهاي بكار رفته در 
)اي  اي اسـت هرگـاه چندجملـه    از طول چندجملـه  Pاثباتيدستگاه  )f x    موجـود باشـد

)حـداكثر   Pدر دسـتگاه   ، طول اثبـات  راستگويطوري كه براي هر  به )f    .باشـد
 يكي از مهمترين مسائل باز در منطق رياضي است.مسئلة زير 

اثبـاتي بـا طـول     راسـتگو موجـود اسـت كـه در آن هـر      Pمسئله: آيا دسـتگاه اثبـاتي   
  اي داشته باشد؟ چندجمله
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NPاستفن كوك نشان داد كـه وجـود چنـين دسـتگاهي معـادل بـا        coNP   اسـت
)Cook,1975.(  

 اثبات دارنـد. دسـتگاهي   راستگوهاها، همة  تر، اين است كه در كدام دستگاه مسئلة ساده
دستگاه كامل گوييم. اما اثبات صوري كامل بودن ، يك داشته باشدرا كه چنين ويژگي  اثباتي

ها، سـختي   تواند دشوار باشد. در برخي نظريه يك دستگاه در يك نظرية حساب محدود مي
NP?ي مسـئلة   زهاين مسـئله بـه انـدا    coNP     هـايي،   اسـت. مثـالي از چنـين دسـتگاه

هاي اثباتي فرگه و فرگه گسترش يافته هستند. منظور از يك دسـتگاه اثبـاتي فرگـه،     دستگاه
اي از  اي از اصول بـه همـراه مجموعـه    موضوعي معمولي شامل  مجموعه يك دستگاه اصل

يك قاعدة آشنا در اين زمينـه اسـت. منظـور از يـك      MPقواعد است. به طور مثال قاعدة
)، دستگاهي اثباتي از نوع فرگه است كه در آن اين EFدستگاه اثباتي فرگه گسترش يافته (
هــاي اتمــي جديــد  بــا فرمــول هــاي پيچيــده هــا گــزاره  امكــان وجــود دارد كــه در اثبــات

1هاي  كند در نظريه د. قضية مشهوري در اين زمينه وجود دارد كه بيان ميشون  جايگزين
2S 

  ):Krajicek, 1995سه گزارة زير معادل هستند ( CPVو 
1 - P NP.  
2  -NP coNP.  
  كامل است.EFدستگاه  - 3

  
  هاي اثباتي نتايجي در باب دستگاه 1.4
)يك دستگاه اثباتي فرگه و يا فرگه گسترش يافته باشد، فرمول Pاگر  , )pPRF y x   يـك

چنـين   هـم ». استPدر xاثباتي براي  y«كند  فرمول حسابي بدون سور است كه بيان مي
)فرمول  )Taut x 1، فرمولي

b   كنـد   است كه بيـان مـي»x   اكنـون  ». اسـت  راسـتگو يـك
)كنيد   فرض )t x يك ترم باشد. فرمول 

( ) ( ) ( , )ptaut x y t x PRF y x    
1يك فرمول 

b داراي اثبـاتي كوتـاه اسـت. در ادامـه،      راستگوكند هر  است كه بيان مي
براي نشان دادن فرمول فـوق بـراي يـك دسـتگاه     » است tمحدود به EF«جملة حسابي 
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 دهـيم.  نمـايش مـي  tرود. ايـن فرمـول را بـا     اثباتي فرگه گسترش يافته دلخواه به كار مي
هـاي اثبـات فرگـه     هـا، دسـتگاه   اي در نظريـة پيچيـدگي اثبـات    كنيد كه بنـابر نتيجـه    توجه

كـه اثبـاتي    اي قابل شبيه سازي هستند.  يعني آن چندجملهديگر به طور  يافته با يك گسترش
اي قابل تبديل به اثباتي كوتاه در ديگري است. بـه همـين    كوتاه در يكي، در زمان چندجمله

  وابسته به دستگاه اثباتي نيست. » است tمحدود به EF«دليل فرمول 
هاي فرگه نقشي مهم در نظرية پيچيدگي دارند. ارتباطي كـه   طور كه گفتيم، دستگاه همان

يافت، به مفهوم مدل كامـل بـودن   هاي اثباتي و نظرية مدل محدود  توان بين اين دستگاه مي
  ربط نيست.  بي

است، اگـر و   PVي بستة محدود از ، مدلي به طور وجودPVاز  Mمدل 16 ةنتيج
  كامل باشد. Mدر EFتنها اگر 

Mدر  EFمدلدانيم  ميبرهان. PV‘ ت اگر و تنهـا اگـر هـر گسـترش از     كامل اس
1  آن

b -)مقدماتي باشدKrajicek, 1995( . نظريـة 13 اكنون، بنابر قضـية ،PV    مـدل همـراه
ودي بسـتة محـدود آن مقـدماتي    هـاي بـه طـور وج ـ    محدود دارد اگر و تنها اگر ردة مـدل 

  ■بندي شود).  باشد (بوسيلة يك نظرية محدود اصل  محدود
Mفرض كنيد PV‘در اينصورت گوييم جملة .NP coNPدرM   برقرار اسـت

1هرگاه هر فرمول
b  با پارامتر درM 1، معادلي

b  درM  با پارامتر در)M .داشته باشد (
  مسئلة اصلي در اينجا، پرسش زير است:

PVهاي  مسئله: آيا ردة مدل NP coNP يك ردة مقدماتي محدود است؟ 

دهد، اما قصد داريم در ادامه، اين مسئله را  اين مقاله، پاسخي براي اين پرسش ارائه نمي
)و تـرم   PVاز  Mة نظرية مدل محدود بررسي نمـاييم. فـرض كنيـد مـدل     از جنب )t x 

tPVباشـد. در ايـن صـورت    tمحدود به  Mدر  EFوجود داشته باشد كه    نظريـة
چـه   محدود و سازگاري است كه (بنابر آنچه در بالا گفته شد) مدل كامل محدود اسـت. آن 

tPVو PVماند، اين است كه آيا دو نظريـة  باقي مي       نتـايج جهـاني يكسـاني دارنـد
فـي بـودن پاسـخ مسـئلة فـوق را      شـود، احتمـال من   اي كـه در زيـر بيـان مـي     هخير. قضي  يا

  بخشد. مي  تحكيم
NPمــدل همــراه محــدود داشــته باشــد، آنگــاه  PVاگــر17  قضــية coNP  در)

  استاندارد).  مدل
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يـك  PVباشـد. چـون   PVيك نظرية مدل همراه محدود براي Tبرهان. فرض كنيد
PVنظرية جهاني است پس Tدهـد  و اين نيز نتيجه ميT     گسترشـي محـدود سـازگار

Tهر قضيه از آن در مدل استاندارد برقرار است. از طرفي 6گزارةاست. پس بنابر  PV  از

1مدل كامل محدود است. پس 
b -  فرمول( )x وجود دارد كه  

( ( ) ( ))T x Taut x x گ  
NPدهد است. اين نتيجه ميدر نتيجه اين جمله در مدل استاندارد نيز برقرار  coNP.■  

  
 مدل مكمل محدود در  2.4

طور  كنيم. همان بيان مي PVدر اين بخش، كاربردي از مفهوم مدل مكمل محدود در نظرية
اصــلي نظريــة  تــر از مســئلة ، شــرطي قــويPVكــه وجــود مــدل همــراه محــدود بــراي

تـر از ديگـر مسـئلة     مدل مكمل محدود نيز، شرطي قويوجود )، 17قضيةاست (  پيچيدگي
مدل مكمل محدود داشته باشد، مـدل   PVاساسي در نظرية پيچيدگي است. در واقع، اگر 

NP، منجـر بـه   17همراه محدود نيـز دارد و ايـن بنـابر قضـيه      coNP  گـردد. امـا    مـي
ــيم كــه  نمــي ــن مطلــب اســتنتاج كن ــوانيم از اي Pت NP .  ــود ــافي ب ــار ك ــن ك ــراي اي ب

PV NP coNPنامحتمل استاما اين  گ . 

Pمدل مكمل محدود داشته باشد، آنگاه  PVاگر 18  ةگزار NP. 

T، نظريـة 15باشـد. بنـابر لـم     PVمدل مكملي محدود بـراي   Tبرهان. فرض كنيد

1حذف سور محدود دارد. بنابراين هر 
b - ارزي بدون سور در فرمول، همT   دارد. ايـن بـه

Tآن معني است كه  P NPاز طرفي ديـاگرام مـدل اسـتاندارد (كـه در واقـع همـة       گ .
يـك نظريـة سـازگار و     Tجملات بدون سور و درست در مدل استاندارد است) همراه با 

1طور  به Mاستاندارد در توان نشان داد كه مدل  طور محدود كامل است. به راحتي مي به
b

Pنشيند. پس  مقدماتي مي -  NP .در مدل استاندارد برقرار است■  

  

  گيري . نتيجه5
حـذف   يـل از قب ياضياز منطق ر يمدل به عنوان بخش يةنظر يماز مفاه يمقاله، برخ يندر ا

اول محـدود   ي حسـاب مرتبـه   ي ينـه سور، مدل كامل بودن و مدل همـراه داشـتن را در زم  
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 يـافتن مطالعه،  ينا ي. از جمله دستاوردهايما ها را مطالعه كرده كرده و خواص آن يفبازتعر
 يچيـدگي پ يـة مشـهور در نظر  يهـا  از گـزاره  يكه با بعض باشد يم يمنطق يها شرط  يبرخ

  ارز هستند. محاسبه كه به عنوان سؤال باز مطرح هستند، هم
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