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Abstract 

Subintuitionistic logics as a theme were first studied by G. Corsi, who introduced a 
basic system F in a Hilbert style proof system. The system F is sound and complete with 
respect to the class of Kripke frames in which the assumption of preservation of truth is 
dropped and which are not assumed to be reflexive or transitive. Dick de Jongh and F. 
Sh. Maleki, have introduced a basic logic WF in a Hilbert style proof system, much 
weaker than F. They proved that subintuitionistic logic WF is sound and complete with 
respect to the class of neighborhood models with a somewhat more complex definition 
than the neighborhood models for classical (non-normal) modal logics. So far, no 
natural deduction system has been presented for any of these two basic systems F and 
WF.  This paper is devoted to the introduction of natural deduction systems for 
subintuitionistic logics WF and F. 
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  ، پژوهشگاه علوم انساني و مطالعات فرهنگيپژوهي منطق
  1403، بهار و تابستان 1، شمارة 15نامة علمي (مقالة پژوهشي)، سال  دوفصل

  هاي زيرشهودي دستگاه استنتاج طبيعي براي برخي منطق
  *فاطمه شيرمحمدزاده ملكي

  چكيده
وجود شـرط خاصـي روي    كه نسبت به معناشناسي كريپكي (بدون نياز به Fمنطق زير شهودي 

كرسي  هاي كريپكي) درست و تمام است، اولين بار توسط جيووانا پذيري مدل ي دسترس رابطه
، WFمطالعه شد. دستگاه اثباتي ارائه شده براي اين منطق، دستگاه اثباتي هيلبرتي است. دسـتگاه  

 ـ   Fتر از دستگاه  به عنوان يك منطق زيرشهودي ديگري كه ضعيف ار توسـط  اسـت، نخسـتين ب
نسبت به   WFديك د يانگ و فاطمه شيرمحمدزاده  ملكي معرفي شده است. منطق زيرشهودي 

هاي همسايگي شـناخته شـده بـراي     تر از مدل هاي همسايگي جديدي كه تا حدي پيچيده مدل
نرمال) است، درست و تمام است. تنها دستگاه اثباتي معرفـي  - هاي وجهي كلاسيك (غير منطق

. از آنجا كـه تـا كنـون    تر، دستگاه اثباتي هيلبرتي است شهودي  ضعيف منطق زيرشده براي اين 
دستگاه استنتاج طبيعي براي هيچكدام از اين دو منطق زيرشهودي پايه ارائه نشده است، در  يچه

يـك دسـتگاه    Fو  WFاين مقاله تلاش خواهم كرد تا براي هر يـك از دو منطـق زيرشـهودي    
 ست و تمام) معرفي كنم.استنتاج طبيعي مناسب (در

، دستگاه استنتاج طبيعي، WF، منطق زيرشهودي Fشهودي، منطق زيرشهودي  منطق ها: دواژهيكل
 دستگاه اثباتي هيلبرتي.

  
  مقدمه. 1

مطالعـه شـد.    ] 5[ 1987در سـال   )Corsi(وسـط كرسـي  ، نخسـتين بـار ت  Fمنطق زير شـهودي  
توانـايي اثبـات    Fدستگاه اثباتي هيلبرتي است. دستگاهي كه او براي اين منطق ارائه داد دستگاه 

Aهايي مانند  فرمول → ሺB → Aሻ    وA → ሺB → A ∧ 𝐵ሻ هاي كريپكي ايـن منطـق،    . مدلرا ندارد
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هـا لزومـي    هاي كريپكي براي منطق شهودگرايي هستند با اين تفاوت كه در اين مدل همان مدل
بـه برقـراري شـرط حفـظ      ندارد قاب مدل كريپكي انعكاسي و متعدي باشد و همچنين لزومي

) ، Gödel(اي شبيه ترجمه گـودل  از ترجمهبا استفاده  كرسي هاي بالاتر نيست.  درستي در جهان
در حقيقت اثبـات كـرد   او را بيان كرد،  Kو منطق وجهي نرمال  Fارتباط بين منطق زير شهودي 

 .اسـت  Kتـرين منطـق وجهـي نرمـال، يعنـي       ، كوچـك Fمنطق زيرشـهودي   كه همتاي وجهي
است را معرفي كرده  Fرا كه مشابه همين دستگاه  SJدستگاه ديگري به نام  ]Restall (]12رستال(

مراجعه كنيد. مطالعه  ]6[به منبع  Fاست، براي مطالعه بيشتر راجع به اين دستگاه و ارتباط آن با 
را  BPCه او منطق پاي ـ  .]14[) انجام شده است Visserتوسط ويسر( Fهايي از  بيشتر روي توسيع

هـاي   به همراه دستگاه استنتاج طبيعي معرفي و ثابت كرد كه ايـن منطـق پايـه نسـبت بـه مـدل      
كريپكي غيرانعكاسي متناهي، تمام است. نتايج زيادي  در مورد اين منطق پايه، توسط اردشير و 

منطـق   اي از ، ترجمه]3[، به عنوان مثال در ]1 ,2 ,3[) به دست آمده است Ruitenburgرويتنبرگ(
  ارائه شده است. BPCبه منطق پايه  IPCاي  شهودي گزاره

، به همراه دستگاه اثباتي هيلبرتـي را  WF، منطق پايه  ]7 ,8 ,13[ديانگ و شيرمحمدزاده در  
ها دو نوع معناشناسي همسـايگي را   باشد را معرفي كردند. آن مي Fتر از منطق  كه بسيار ضعيف
ها ارائه كردند و همچنين همتـاي وجهـي    هايي از آن توسيع هاي زيرشهودي و براي چنين منطق

  .]9 ,10 ,16,15[فراهم كردند  WFنرمال دوموضعي را براي اين منطق زيرشهودي پايه 
بـه بيـان دسـتگاه اثبـاتي هيلبرتـي بـراي       ، 2ختار اين مقاله به شرح زير است. در بخش سا
را  Fتگاه استنتاج طبيعي براي منطـق  ، دس3پردازيم. در بخش  ميWF و  Fهاي زيرشهودي  منطق

 Fبا دستگاه استنتاج طبيعي  Fمعرفي كرده و نشان خواهيم كرد كه توان استنتاج دستگاه هيلبرتي 
را معرفي كـرده و  نشـان    WF، يك دستگاه استنتاج طبيعي براي منطق 4برابر است.  در بخش 

  برابر است. WFه استنتاج طبيعي با دستگا WFخواهيم كرد كه توان استنتاج دستگاه هيلبرتي 
  
  WF و  Fهاي زيرشهودي  دستگاه اثباتي هيلبرتي براي منطق. 2

كه قبلاً توسط ديانگ  WFو  Fهاي زير شهودي  در اين بخش دستگاه اثباتي هيلبرتي براي منطق
 و  Fهاي زيرشهودي  زبان منطق. ]6 ,13[كنيم  و شيرمحمدزاده معرفي شده است را يادآوري مي

WF اي شهودي يعني  همان زبان منطق گزاره{∨ ,∧ ,→ ,⊥, 𝖳} .اي گـزاره عملگـر  براي   است ↔ 
اي و  ره هاي گـزا  ي شماراي متغير علاوه بر اين، مجموعهبريم.  ف استاندارد را به كار ميرينيز تع
  شوند. ها طبق معمول تعريف مي فرمول
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  Fدستگاه اثباتي هيلبرتي براي منطق زيرشهودي  1.2
 هـا و قواعـد زيـر اسـت     تعريف شده از اصلF زير شهودي منطق  اثبات هيلبرتي برايستگاه د

𝐴  .1  مراجعه كنيد): ]4 ,5 ,6 ,11[توانيد به  (براي مطالعه بيشتر راجع به اين دستگاه اثباتي مي → 𝐴 ∨ 𝐵 2.  𝐵 → 𝐴 ∨ 𝐵  3.  𝐴 ∧ 𝐵 → 𝐴  4.  𝐴 ∧ 𝐵 → 𝐵  5.  (𝐴 → 𝐵) ∧ (𝐴 → 𝐶) → (𝐴 → 𝐵 ∧ 𝐶)  6.  (𝐴 → 𝐶) ∧ (𝐵 → 𝐶) → (𝐴 ∨ 𝐵 → 𝐶)  7.  (𝐴 → 𝐵) ∧ (𝐵 → 𝐶) → (𝐴 → 𝐶)  8.  𝐴 ∧ (𝐵 ∨ 𝐶) → (𝐴 ∧ 𝐵) ∨ (𝐴 ∧ 𝐶)  9.  𝐴 → 𝐴                       10.⊥→ 𝐴  11.      ∧                          12.  →  13.      →   
هـاي بـالاي    شوند كه اگر فرمول كار برده مي توجه داشته باشيم كه قواعد به اين صورت به

بندي   هستند. در اين اصل Fهاي زير خط نيز قضايايي از   گاه فرمول باشند، آن Fخط قضايايي از 
را  13يـا تضـعيف و  قاعـده     AFرا همانند كرسي، قاعده   12را قاعده عطفي، قاعده  11قاعده 

هيم در مورد اسـتنتاج از فرضـيات بحـث كنـيم     ناميم. در ادامه وقتي بخوا قاعده وضع مقدم مي
قواعد و اصول متفـاوتي دارد   SJ، دستگاه ]12[ها مراجعه خواهيم كرد. در   دوباره به اين قاعده

را  AFاست، اگـر چـه قاعـده      Fهمان دستگاه اثباتي  SJاثبات شده است كه دستگاه  ]6[اما در 
  ندارد.

Γدر اين بخش، نماد   ⊢𝐻𝐹 𝐴 عنا است كه فرمول به اين مA  قابل استنتاج ازΓ   در دسـتگاه
  است. Fاثباتي هيلبرتي 

Γنويسيم  مي .1.2تعريف  ⊢𝐻𝐹 𝐴     چنانچـه يـك اسـتنتاج بـراي ،A  ازΓ    و قضـايايF    بـا
ுி⊣وجود داشته باشد، با اين شرط كه     →و      ∧استفاده از قواعد   𝐴 → 𝐵.  

Γ،  داشته باشيم  روجه كنيد كه اگت ⊢𝐻𝐹 𝐴 توان  گاه نمي آن Γ ⊢ுி 𝐵 → 𝐴   .را نتيجه گرفـت
∪Fبرابـر بـا     Γ  راي مثال، اگر فرض كنيم كـه ب {𝑝}     باشـد، در ايـن صـورتΓ ⊢𝐻𝐹 𝑝    و امـا Γ ⊬ 𝑞 → 𝑝 در اينجا .Γ ⊬ 𝑞 → 𝑝  به اين معنا است كه𝑞 → 𝑝   ازΓ     .قابـل اسـتنتاج  نيسـت

 Γ اي از فرضـيات  را از مجموعه A توانيم يك گزاره كه صرف اين كه مي دهد اين مثال نشان مي
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𝐵 توانيم گزاره استنتاج كنيم، به اين معنا نيست كه مي → 𝐴     را نيز از همـان مجموعـه فرضـيات
استنتاج  Γ را از p توان است، مي {p} و F شامل Γ استنتاج كنيم. در مثال داده شده، با فرض اينكه

𝑞 نتوا كرد، اما نمي → 𝑝 را از Γ استنتاج كرد. 
  )F(قضيه استنتاج ضعيف براي  دستگاه    .2.2قضيه 
𝐴الف.  ⊢ுி 𝐵  اگر و تنها اگر ⊢ுி 𝐴 → 𝐵.  
,𝐴ଵب.  𝐴ଶ, … ,𝐴 ⊢ுி 𝐵   اگر و تنها اگر⊢ுி 𝐴ଵ ∧ 𝐴ଶ …∧ 𝐴 → 𝐵.  

  مراجعه كنيد. 5قضيه ، ]6[اثبات. براي اثبات به منبع  
  

  WFدستگاه اثباتي هيلبرتي براي منطق زيرشهودي  2.2
  Fتـر از منطـق    كه منطقي ضـعيف  WFزير شهودي منطق  اثبات هيلبرتي برايدستگاه در ادامه 

  است را ارائه خواهيم داد.
هـا و قواعـد زيـر     تعريف شده از اصـل WF زير شهودي منطق اثبات هيلبرتي براي دستگاه 

𝐴 .1  :است → 𝐴˅𝐵                                           8.         →  2.𝐵 → 𝐴˅𝐵                                           9.  →   3. 𝐴˄𝐵 → 𝐴                                          10.        ˄    4. 𝐴˄𝐵 → 𝐵                                          11.  →      →→˄    5. 𝐴 → 𝐴                                                12.  →   →˅→    6. ⊥→ 𝐴                                                 13.  →    →→   7. 𝐴˄(𝐵˅𝐶) → (𝐴˄𝐵)˅(𝐴˄𝐶)         14. ↔     ⟷(→)↔(→)   
به اين صورت كاربرد خواهند داشـت كـه، هرگـاه فرمـول      WFتوجه كنيد كه قواعد منطق 

  گاه فرمول زير خط نيز قضيه خواهد بود.  باشد، آن WFاي از  موجود در بالاي خط قضيه
هـاي متناظرشـان متفـاوت     ها بـا قاعـده   دانيم در منطق شهودي اغلب اصل طور كه مي همان

 7و  6، 5، اصـول   WFهستند و اين موضوع در اينجا به خوبي نمايان شده است. زيرا در منطق
انـد   ، جايگزين شده13و  12، 11هاي  هاي متناظرشان، يعني قاعده به ترتيب با قاعده  Fاز منطق 

  تري حاصل شده است. و در نتيجه منطق ضعيف
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↔   (→)↔(→)  تر زير است: معادل دو قاعده ساده WFدر دستگاه  14قاعده   تك                                 ↔ (→)↔(→)  
Γدر اين بخش، نماد   ⊢𝐻𝑊𝐹 𝐴  به اين معنا است كه فرمولA  قابل استنتاج ازΓ  در دستگاه

  است. WFاثباتي هيلبرتي 
Γنويسيم  مي .1.2تعريف  ⊢𝐻𝑊𝐹 𝐴 چنانچه يك استنتاج براي ،A  ازΓ    و قضـايايWF    بـا

ுௐி⊣وجود داشته باشد، با اين شرط كه      →و       ∧استفاده از قواعد   𝐴 → 𝐵.  
زماني قابل  تنها WFدر دستگاه  14و  13، 12، 11، 9هاي  دهد كه قاعده تعريف بالا نشان مي

ي وضع مقـدم   تهي باشد و قاعده Γ، يعني اي وجود نداشته باشد يهاستفاده هستند كه هيچ فرض
𝐴  فقط زماني قابل استفاده است كهنيز  → 𝐵     اسـتنتاج  قضيه باشد و يا به بيـاني ديگـر𝐴 → 𝐵 

Γ. براي كسب اطلاعات بيشتر راجع بـه   بدون فرضيات باشد ⊢𝐻𝑊𝐹 𝐴    مراجعـه   ]8[بـه منبـع
  كنيد.

  )WFج ضعيف براي  دستگاه  (قضيه استنتا  .2.2قضيه 
𝐴الف.  ⊢ுௐி 𝐵  اگر و تنها اگر ⊢ுௐி 𝐴 → 𝐵.  
,𝐴ଵب.  𝐴ଶ, … ,𝐴 ⊢ுௐி 𝐵   اگر و تنها اگر⊢ுௐி 𝐴ଵ ∧ 𝐴ଶ …∧ 𝐴 → 𝐵.  

  مراجعه كنيد. 19∙2قضيه ، ]13[اثبات. براي اثبات به منبع  
  
  Fزيرشهودي   راي منطق. دستگاه استنتاج طبيعي ب3

را معرفـي كـرده و سـپس    F در اين بخش ابتدا دستگاه استنتاج طبيعي براي منطق زيرشـهودي  
  نشان خواهيم داد كه توان استنتاج دستگاه هيلبرتي با دستگاه استنتاج طبيعي برابر است.

زير ) قواعد معرفي و حذف F(دستگاه استنتاج طبيعي براي منطق زير شهودي  .1.3تعريف 
  دهند: را تشكيل مي Fدستگاه استنتاج طبيعي براي 

  قواعد معرفي: 

ୄ   ⊥                           ∨  ∨ 𝐼                ∨  ∨ 𝐼                              ∧  ∧ 𝐼    []⋮→  → 𝐼    قاعده(→ 𝐼)  شود كه   تنها در صورتي اعمال ميA .تنها فرض موجود باشد  →      →→˄   𝐶𝑜𝑛                          →    →˅→   𝐷𝑖𝑠                    →     →→   𝑇𝑟     
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∧  قواعد حذف:  ∧ 𝐸                          ∧ ∧ 𝐸  
         → → 𝐸 قاعده(→ 𝐸) شود كه هـيچ فرضـي (بسـته نشـده)      تنها در صورتي اعمال مي

𝐴براي  → 𝐵 .موجود نباشد  
∨       []⋮       []⋮    ∨ 𝐸  

→ي   توجه كنيد كه در هر دو قاعده 𝐼   و∨ 𝐸روند. اين عمل بـا قـرار    ها از بين مي ، فرض
شود و به اين معنا است كه، فرمولي كه در داخـل ايـن    نشان داده مي []داخل  ها در دادن فرمول

هاي استنتاج براي نتيجه نهايي، بعد از به كار بردن قاعده مورد نظـر حـذف    نماد است از مقدمه
  شود. مي

Γدر اين بخش، نماد   ⊢𝑁𝐹 𝐴  به اين معنا است كه فرمولA  قابل استنتاج ازΓ   در دسـتگاه
  است. Fستنتاج طبيعي منطق اثبات ا

Γنويسيم  مي .2.3تعريف  ⊢𝑁𝐹 𝐴    چنانچه يـك اسـتنتاجي بـراي ،𝐴   هـاي (بسـته     از گـزاره
Γوجود داشته باشد. اگر  Γي)   نشده = ேி⊣نويسيم   ، مي∅ 𝐴 گوييم كه گزاره  و مي𝐴    قضـيه
  است.
  داريم:  Fدر دستگاه  .3.3 لم

ேி (𝐴⊣الف.  → 𝐵) ∧ (𝐴 ∧ 𝐵 → 𝐶) → (𝐴 → 𝐶)، 
ேி (𝐴⊣ب.  → 𝐵) ∧ (𝐶 → 𝐷) → (𝐴 ∧ 𝐶 → 𝐵 ∧ 𝐷)،  

ேி⊣ج. اگر   𝐴 → 𝐵 گاه   آن⊢ேி (𝐵 → 𝐶) → (𝐴 → 𝐶).  
  اثبات. الف.

 [ಲ]భಲ→ಲ                  [(ಲ→ಳ)∧(ಲ∧ಳ→)]మಲ→ಳಲ→ಲ∧ಳ                        [(ಲ→ಳ)∧(ಲ∧ಳ→)]మಲ∧ಳ→ಲ→(→)∧(∧→)→(→)   

  ب.
[ಲ∧]భಲಲ∧→ಲ                  [(ಲ→ಳ)∧(→ವ)]మಲ→ಳಲ∧→ಳ                [ಲ∧]భಲ∧→                     [(ಲ→ಳ)∧(→ವ)]మ→ವಲ∧→ವಲ∧→ಳ∧ವ(→)∧(→)→(∧→∧)   

  ج.
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ಲ→ಳ          [ಳ→]భಲ→(→)→(→)   

طبيعـي معرفـي    اثباتي اسـتنتاج  دستگاه اثباتي هيلبرتي و دستگاه كه دهد مي نشان زير قضيه
  هستند، به اين معنا كه توان استنتاجي اين دو دستگاه برابر است. معادل Fشده براي دستگاه 

Γاگر  الف.  .4.3 قضيه ⊢𝐻𝐹 𝐴 گاه  آنΓ ⊢𝑁𝐹 𝐴.  
Γاگر ب.  ⊢𝑁𝐹 𝐴 گاه   آنΓ ⊢𝐻𝐹 𝐴.  

Γكنيم كه اگر   اثبات. الف.  ثابت مي ⊢𝐻𝐹 𝐴 گاه  آنΓ ⊢𝑁𝐹 𝐴  براي اين منظور كافي اسـت .
ي ، در دستگاه اسـتنتاج طبيع ـ Fنشان دهيم كه همه اصول و قواعد دستگاه اثباتي هيلبرتي منطق 

كنيم. اثبـات   اثبات مي 8و  7قابل استنتاج هستند. تنها براي دو اصل  1.3معرفي شده در تعريف 
بـه صـورت    Fاز دستگاه اثباتي هيلبرتي  7دهيم كه اصل   ساير اصول ساده است. ابتدا نشان مي

  زير قابل استنتاج در دستگاه استنتاج طبيعي است:
 [(ಲ→ಳ)∧(ಳ→)]భಲ→ಳ                 [(ಲ→ಳ)∧(ಳ→)]భಳ→ಲ→(→)∧(→)→(→)   

به صورت زير قابـل اسـتنتاج در    Fاز دستگاه اثباتي هيلبرتي  8كنيم كه اصل  سپس ثابت مي
  دستگاه استنتاج طبيعي است:

 [ಲ∧(ಳ∨)]భಲ              [ಳ]మಲ∧ಳ(ಲ∧ಳ)∨(ಲ∧)               [ಲ∧(ಳ∨)]భಲ              []యಲ∧(ಲ∧ಳ)∨(ಲ∧)              [ಲ∧(ಳ∨)]భಳ∨(ಲ∧ಳ)∨(ಲ∧)∧(∨)→(∧)∨(∧)    

از دستگاه اثبـاتي هيلبرتـي، بـه ترتيـب      13و  12، 11هاي  در نهايت، واضح است كه قاعده
∧  هاي همان قاعده 𝐼  ،→ 𝐼  و→ 𝐸  گيريم كه اگر   هستند. لذا نتيجه مي 1.3در تعريفΓ ⊢𝐻𝐹 𝐴 

Γگاه  آن ⊢𝑁𝐹 𝐴.  
Γب. براي اثبات اين قسمت از استقراء روي طول درخت استنتاج  ⊢𝑁𝐹 𝐴 كنيم. استفاده مي  

𝐴اگر . 1 ∈ Γگاه واضح است كه  ، آنΓ ⊢𝐻𝐹 𝐴. 

∧با قاعده   Aاگر . 2 𝐼  گـاه   آمـده باشـد، آن  به دست𝐴 = 𝐵 ∧ 𝐶  وΓ ⊢𝑁𝐹 𝐵 ∧ 𝐶  در ايـن .
Γصــورت داريــم  ⊢𝑁 𝐵  وΓ ⊢𝑁 𝐶 ،طبــق فــرض اســتقراء .Γ ⊢𝐻𝐹 𝐵  وΓ ⊢𝐻𝐹 𝐶 در .

Γگيريم كه  نتيجه مي 1.2تعريف و عطفي نهايت طبق قاعده  ⊢𝐻𝐹 𝐵 ∧ 𝐶. 
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Γاگر  آخرين قاعده استنتاج . 3 ⊢𝑁𝐹 𝐴  قاعده∧ 𝐸  ،گـاه فرمـولي ماننـد     آنباشد𝐵   موجـود
Γكه  است به طوري ⊢𝑁 𝐴 ∧ 𝐵  لذا طبق فرض استقراء داريـم ،Γ ⊢𝐻 𝐴 ∧ 𝐵  از طرفـي .

ு 𝐴⊣ديگر، داريم  ∧ 𝐵 → 𝐴  گيريم  نتيجه مي 1.2تعريف . پس طبق قاعده وضع مقدم و
Γكه  ⊢𝐻𝐹 𝐴. 

𝐴اگر  . 4 = 𝐵 → 𝐶  و آخرين قاعده استنتاجΓ ⊢𝑁𝐹 𝐴 ه قاعد→ 𝐼 گاه طبق دستگاه  باشد، آن
B ⊢ேிاستنتاج   𝐶    و لذا طبق فرض اسـتقراء داريـمB ⊢ேி 𝐶    در نهايـت، طبـق قضـيه .

ுி 𝐵⊣گيريم كه  نتيجه مي Fاستنتاج براي منطق  → 𝐶   و لذاΓ ⊢𝐻𝐹 𝐴. 

𝐴اگر  . 5 = 𝐵 → 𝐶  و آخرين قاعده استنتاجΓ ⊢𝑁𝐹 𝐴  قاعدهTr اه فرمولي ماننـد  گ باشد، آن 𝐷 كـه   موجود است به طوريΓ ⊢𝑁𝐹 𝐵 → 𝐷   وΓ ⊢𝑁𝐹 𝐷 → 𝐶    طبـق فـرض اسـتقراء .
Γداريــم  ⊢𝐻𝐹 𝐵 → 𝐷   وΓ ⊢𝐻𝐹 𝐷 → 𝐶 نتيجــه  1.2تعريــف . در ايــن صــورت طبــق

Γگيريم كه  مي ⊢𝐻𝐹 (𝐵 → 𝐷) ∧ (𝐷 → 𝐶)     در دسـتگاه   7. از طرفـي ديگـر طبـق اصـل
ுி⊣اثباتي هيلبرتي داريم   (𝐵 → 𝐷) ∧ (𝐷 → 𝐶) → (𝐵 → 𝐶)   در نهايت و طبـق  قاعـده .

Γگيريم كه  نتيجه مي 1.2تعريف وضع مقدم و   ⊢𝐻𝐹 𝐴. 

  ها نيز مشابه همين موارد است. اثبات ساير قاعده
  
  WFزيرشهودي   . دستگاه استنتاج طبيعي براي منطق4

را معرفي كـرده و سـپس    WFي در اين بخش ابتدا دستگاه استنتاج طبيعي براي منطق زيرشهود
  نشان خواهيم داد كه توان استنتاج دستگاه هيلبرتي با دستگاه استنتاج طبيعي برابر است.

) قواعد معرفـي و حـذف   WF(دستگاه استنتاج طبيعي براي منطق زير شهودي  .1.4تعريف 
  دهند: را تشكيل مي WFزير دستگاه استنتاج طبيعي براي 

ୄ         قواعد معرفي:    ⊥                           ∨  ∨ 𝐼                ∨  ∨ 𝐼                              ∧  ∧ 𝐼    []⋮→  → 𝐼   قاعده(→ 𝐼)  شود كه   تنها در صورتي اعمال ميA .تنها فرض موجود باشد  
 [] []⋮ ⋮ (→)→(→)  → Iଵ   قاعده(→ Iଵ)  شود كه  تنها در صورتي اعمال مي A  و B هاي  تنها فرض

  موجود باشند.



  227  )فاطمه شيرمحمدزاده ملكي( وديهاي زيرشه دستگاه استنتاج طبيعي براي برخي منطق

 

 [] []⋮ ⋮ (→)→(→)  → Iଶ   قاعده(→ Iଶ)  شود كه  تنها در صورتي اعمال مي A  و B هاي  تنها فرض
  موجود باشند.

∧  قواعد حذف:  ∧ 𝐸                          ∧ ∧ 𝐸  

         → → 𝐸 قاعده(→ 𝐸) شود كه هـيچ فرضـي (بسـته نشـده)      تنها در صورتي اعمال مي
𝐴براي  → 𝐵 .موجود نباشد  

∨       []⋮       []⋮    ∨ 𝐸  

→ي  توجه كنيد كه در  هر چهار قاعده 𝐼 ،، → I1  → Iଵ وE ∨شوند. ها بسته مي ، فرض  
Γدر اين بخش، نماد   ⊢𝑁𝑊𝐹 𝐴  به اين معنا است كه فرمولA  قابل استنتاج ازΓ  در دستگاه

  است. WFاثبات استنتاج طبيعي منطق 
Γنويسيم  مي .2.4تعريف  ⊢𝑁𝑊𝐹 𝐴 چنانچه يك استنتاجي براي ،𝐴   هـاي (حـذف     از گـزاره

Γاگر  وجود داشته باشد. Γي)   نشده = ேௐி⊣نويسيم   ، مي∅ 𝐴 گوييم كه گزاره  و ميA   قضيه
  است.

طبيعـي معرفـي    اثباتي اسـتنتاج  دستگاه دستگاه اثباتي هيلبرتي و كه دهد مي نشان زير قضيه
  هستند، به اين معنا كه توان استنتاجي اين دو دستگاه برابر است. معادل WFشده براي دستگاه 

Γ الف. اگر  .3.4 قضيه ⊢𝐻𝑊𝐹 𝐴 گاه   آنΓ ⊢𝑁𝑊𝐹 𝐴.  
Γب. اگر   ⊢𝑁𝑊𝐹 𝐴 گاه   آنΓ ⊢𝐻𝑊𝐹 𝐴.  

Γكنيم كه اگر   اثبات. الف. ثابت مي ⊢𝐻𝑊𝐹 𝐴 گاه  آنΓ ⊢𝑁𝑊𝐹 𝐴     بـراي ايـن منظـور كـافي .
، در دستگاه اسـتنتاج  WFاست نشان دهيم كه همه اصول و قواعد دستگاه  اثباتي هيلبرتي منطق 

 13، 12، 11قابل استنتاج هستند. در ادامه تنها به اثبات قواعد  1.4يعي معرفي شده در تعريف طب
خـواهيم  پرداخـت. اثبـات سـاير اصـول و قواعـد        WFاز  دستگاه  اثباتي هيلبرتي منطق  14و 

است. خط موازي در كنار استنتاج بـه معنـاي اسـتفاده مكـرر از قواعـد       3.4مشابه اثبات قضيه 
  استنتاج طبيعي است. دستگاه 

  به صورت زير در دستگاه استنتاج طبيعي قابل استنتاج است: →      →→˄، يعني  11قاعده 
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[ಲ]భ      ಲ→ಳಳ              [ಲ]భ      ಲ→ಳ∧→∧   
  ستگاه استنتاج طبيعي قابل استنتاج است:به صورت زير در د →   →˅→، يعني 12قاعده 

[ಲ∨ಳ]య          [ಲ]భ      ಲ→                 [ಳ]మ      ಳ→∨→   
  به صورت زير در دستگاه استنتاج طبيعي قابل استنتاج است: →    →→، يعني  13قاعده 

[ಲ]భ      ಲ→ಳಳ                   ಳ→→   
  به صورت زير در دستگاه استنتاج طبيعي قابل استنتاج است:  ↔     ⟷(→)↔(→)  ، يعني 14قاعده 

 [ಲ]భ      ಲ→ಳಳ              [ಳ]మ      ಳ→ಲಲ(ಲ→)→(ಳ→)                     []య      →ವವ               [ವ]ర      ವ→(ಳ→)→(ಳ→ವ)(→)→(→) ∥  
بـراي   𝒟ᇱنـاميم. مشـابه همـين اسـتنتاج، اسـتنتاج ديگـري  ماننـد          مـي  𝒟اين اسـتنتاج را   (𝐵 → 𝐷) → (𝐴 → 𝐶) :داريم، در نتيجه  

𝒟(→)→(→)                        𝒟ᇲ(→)→(→)(→)↔(→)   

Γب. براي اثبات اين قسـمت از اسـتقراء روي طـول درخـت اسـتنتاج       ⊢𝑁𝑊𝐹 𝐴   اسـتفاده
Γآخـرين قاعـده اسـتنتاج    پردازيم كه در آن  كنيم. تنها به اثبات موردي مي مي ⊢𝑁𝑊𝐹 𝐴    قاعـده → 𝐼 ت. اس  3.4. اثبات ساير موارد مشابه اثبات قضيه باشد  

𝐴اگر  = (𝐶 → 𝐵) → (𝐶 → 𝐷)  و آخرين قاعده استنتاجΓ ⊢𝑁𝑊𝐹 𝐴  قاعده→ Iଵ گاه  باشد، آن
B طبق دستگاه استنتاج   ⊢𝑁𝑊𝐹 𝐷   و𝐷 ⊢ேௐி 𝐵    لذا طبق فرض اسـتقراء داريـم .B ⊢ுௐி 𝐷   و 𝐷 ⊢ுௐி 𝐵 گيـريم كـه    . با استفاده از قضيه استنتاج ضعيف نتيجه مي ، ⊢ுௐி 𝐵 ↔ 𝐷   از طرفـي

ுௐி⊣دانيم كه   ديگر مي 𝐶 ↔ 𝐶 شود كه  در دستگاه اثباتي هيلبرتي اثبات مي 14، لذا بنا به قاعده ⊢ுௐி (𝐶 → 𝐵) ↔ (𝐶 → 𝐷)   و در نتيجهΓ ⊢𝐻𝑊𝐹 𝐴.  
  
  گيري نتيجه. 5

ج طبيعي مناسـب  استنتا  يك دستگاه Fو  WFمنطق زيرشهودي  وددر اين مقاله براي هر يك از 
   (درست و تمام) را معرفي كرديم.
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